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Expressions differentielles des variations seculaires des nceudsel des incli- 
naisons des orbites *5 1°, par rapport a un plan fixe; 2°. par rapport a 

Eorbite mobile dbni des corps da systenic n®. 60 

Relations gencrales enlre leselemens elliptiques d’un systeme d'orbiles, 
qiielles que soient leurs cxcentricites , el Iciirs inclinaisons rcspec- 

lives n/b (ii 

Recherche dti plan invariable on siir leqnel la somme des masses des corps 
du systeme, multiplices respjeclivement par les projections des aires 
dccriles par leurs rayons vccteiirs , dans un teinj^s dornie, est un 
maximum. Determination dii mouvcment de deux orbites inclinees 
Pune aPaulre, d^un angle quelconque. . n'b 61 

CHAP. VIII. Seconde meUiode d* approximation des mouvemens 
celestes, Sat 

Cette metliode est fundee surles variations quo les elemens du monvement 
suppose elliptique , eprouvcnt en vertu des iiiegalites periodiques et secu- 
laires. Methode gencrale pour determiner ces variations. Les equations 
fillies du mouveinent elliptique, et leurs premieres differentielles, sont 
les menies dans I'ellipse variable, que dans I’ellipse invariable. n°. 65 
Expressions des elemens du monvement elliptique, dans Porbite troublee, 
quelles que soient son excentricile et son inclinaison au plan des orbites 

des masses per turba trices n°. 65 

Developpenieut de ccs expressions, dans le cas des orbites pen excen- 
triques el pen inclinees les uiies aux autres. En considerant d’abord les 
inoyens mouvemens et les grands axes ; on prouve que si Foil neglige 
les quarres et les produits des forces perturbatrices, ces deux Clemens 
lie sont assujetis qu’d des inegalitcs periodiques , dependantes de Ja 
confignratio;! des corps du systeme. Si les moyens mouvemens de deux 
planetes approchent beaucoup d'etre coramensurables entr’eux; il pent 
en resulter dans leur longitude moyenne, deux inegalitcs IrCs-sen- 
sibles, affectees de signes contraires, et reciproques aux produits des 
masses des coiqxs, par les racines quarrccs des grands axes de leurs 
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orbites, C’est a de scmblaLles inegalites qiie soiit dus I’acceleralion 
du inoiivemeiit de Jiipiler et lo raleritissenient de celui de Salurne. 
Expressions de ces inegalites , et de eelles que le merae rapport des 
nioyens mouveiiieiis , pent rendre scnsibles dans les iernies deperidans 
de la seconde puissanee des masses perturbatrices n®. 65 

Exaineri du cas ou les inegalites les plus sensibles du inoycn mouvement, 
lie se reiicontrcnt que parrni les lermes de Tordre du quarre des masses 
perturbatrices. Cette circonstance tr6s-reraarquable a lieu dans le sys- 
ttoe des sa loll i les de Jupiter, et Ton eii deduit ces deux theorcraes: 

JLe inoyen mouvement du premier satellite moins trois fois celui du 
second f plus deux fois celui dulroisieme y€st exactement et constamment 
i‘gal d zero, 

J^a longitude moyenne du premier satellite , moins trois fois celle du 
second , plus deux fois cede du Iroisieme y est constamment egale d deux 
angles droits, 

t'es iheoremes subsistent inalgre Falteration que les moyens mouvemens 
des salelliles pouveul recevoir, soil par une cause semblable a cellequi 
altere le moycii mouvement de la lime, soil par la resistance d’un 
milieu tr6s-rare. Ces theoremes donnent naissance a une inegalil6 
ar])ilraire qui nc diflerc pour cliacun des trois satellites que par son 


coeflicicnt , et qui par les observations , est insensible n". 66 

Equations dilTerentielles qui determiiient les variations des excentriciics 
et des perihelies. ^ u°. 67 


Devcloppement de ces equations. Les valeurs deces elemens sontform^es 
.de deux parlies , I’une dependante de la configuration mutuelle des 
corps du syslerae , et qui conlient les variations periodiques ; Tautre 
in dependante de cetle configuration , el qui renferme les variations 
secLilaires. Cette seconde partie est doniiee par les mcmes equations 

diflbrenlielles que Ton a considerees precedemraent n°. 68 

Moyen tri?s- simple d’obtenir les variations qui resiiltent du rapport 
presque commensurable des moyens mouvemens, dans les excentri- 
cites et les perihelies des orbites : elles sont liees a eelles du moyen 
mouvement, qui y correspondent. Elles peuvent produire dans les 
expressions seculaires des excentricites et de la longitude des perili6« 
lies , des lermes scnsibles dependant des quarres et des produits drs 

forces perturbatrices. Determination de ces lermes 69 

Des variations des nceuds et des inclinaisons des orbites. Equations qui 

delerniiucnt leurs valeurs periodiques et seculaires n°. 70 

Moyen facile d’obtenir les inegalites qui resultent dans ces elemens , du 

rapport 
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rapport presqiie commensurable des moyens mouvemens : elles sont 
liees aiix inegalltes analogues du moyen mouvenient n°. 71 


Reclierclie de la variation qu’eprouve la longitude de Tepoque. C’est do 
celte variation, quo depend Pequalion sec’ulaire de la lune. . n°. 72 
Reflexions sur les avantages que la methode precedente fondee sur K 
variation des param^tres des orbites , presente dans plusieurs circons- 
tances : moyen d’en conclure les variations de la longitude , de la lati- 
tude et du rayon vecteim n®. 75 


TOME SECOND. 

L I V R E III. 

De la figure des corps celestes ^ 

C H A P. I. Des attractions des splierdides homogenes termincs 
par des surfaces du second ordre 3 

Mclliode generale pour transformer une diflerenlielle triple, dans une 
autre relative a trois noiivelles variables; application de celte mt^lhode 
aux attractions des spheroides n“. i 

Formules des attractions des splierdides liomogenes terinines par des 
surfaces du second ordre n®. 

Des attractions de ces spheroides, lorsque le point attire est place dans 
leur interieur ou a leur surface : reduction de ces attractions, aux qua- 
dratures qui, lorsque le spheroide est de revolution, se cliangent eri 
expressions finies. Un point situe au-dedans d’une couclie elliptique 
dont les surfaces interieure et exlerieurc sont semblables ct sembla- 
blement situees , est egalcment attire de toutes parts n®. 5 

Des attractions d’un spheroide elliptique , sur un point exterieur ; 
^uation reniarquable aux differences partielles , qui a lieu entre ces 
attractions. Si I’on fait passer par le point attire, un second ellipsoido 
qui ait le meme centre , la mdme position des axes et les mcraes 
excentri cites que le premier; les attractions des deux ellipsoides seront 
dans le rapport de leurs masses n‘*. 4 , 5 et 6 

Reduction des attractions du spheroide, aux quadratures qui se chan- 
gent en expressions finies, lorsque le spheroide est de revolution. . n”. 7 
Megan, cel. Tome /. c 
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CHAP. II. Dei^elopperncnt en series^ ties attractions des sphe- 
ro'ides quelconques, . 25 

Diverses Iransformalions dc requalioii aux differences parlielles , des 

allrac lions des splierojdes 3 

Developpenienl dc ces allraclioiis , en series ordoiinees par rapport aux 
puissances de la distance dii centre des splicroides , aupoinl attire, n^ j) 
yViJi^Iication aux splicroides Ires -pen differeris de la sjih^rc ; equation 
singuliere quL a lieu enlrc Icurs allraclions a la surface. . . . n°. lo 
Rapport Ires -simple qui en rcsulle, entre Texpression en serie, de leiir 
attiaction sur un point exterieur, et leur rayon developpe dans line 
suite de fonctions d’un genre particulicr, dounecs par la nature ineme 
des attractions, ct qui sont dii plus grand usage dans la tlieorie dc la 
figure et des mouvcinens des splicroides, ct dans cclle des oscillations 

des fluides qui Ics recouvrcnl n°. ii 

Tlieoreine general sur rintegralion definie des differentielles doubles qui 
sont Ic produit de deux de ces fonctions ; simplification des expres- 
sions du rayon dii splieroide ct dc son attraction, lorsque Ton fixe 

I’origine du rayon, au centre de gravite du splieroide n°. 13 

Des attractions des splicroides sur un point place dans leur intericur, 
et d’unc couclie, sur un point situe au-dcdaiis. Conditions pour que 

Ic point soit egalemciit attire de toutes parts n*’, i5 

Des atlraclious des siiheroi'dcs Ires-peu differens dc la spliijre , et formes 

de couclies variables suivant des loix quelconqucs n°. i4 

Extension des reclierclics precedentes ^ aux splierbides quclconques ; 
reduction de leurs attractions, en scries d’tine forme ires -simple; 
solution nouvelle qui cn resulte , du probleme des attractions des 


splierbides elllptiqucs n"®. i 5 , 16 et 17 

(HT.AP. III. De la figure d^une masse jlidde homo gene en equi^ 
libre f et donee d^un moupement de rotation 5o 


.Equation gifmcn’ale de sa surface dans deqnilibre: Eellipsoide satis- 
fait a celte equation. Determination de cet ellipso'ide. Les pesanteiirs 
an pole et a Eequaleur sont dans le rapport du diametre de I cqualeur 
a I’axc des poles. Deux figures elliptiques cl non davantage , salmbnt 
a un niouvemcnt angulaire de rotation, donn^; et relativement a la 
lerre supposce liomogene , le diametre de reqiiatenr est a Faxe des 
pules, comme est a Fuiiile, dans Fellipsoide Ic plus applali ; et 
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comme 25 i ,7 est a 25 o ,7 , dans TcllipsoYde le moins applati. Une 
masse fluide liomog6ne ne pent etre en 6quilibro avec une figure cllip- 
tique, que dans le cas ou la duree de sa rotation surpasse le prodiiit 
de 0^1009, racine qiiarree dii rapport de la moyenne densite de 

la terre , a celle de la masse * • . • . ^ . n®*. 18 , 19 et 20 

Si la duree primitive de rotation est moindre que cette limite; elle ang- 
mente par Papplatissement de la masse fluide; et quelles que soient les 
forces primitivement iniprimces , le fluide , en vertu de la tenacite de 
5CS parties, se fixe a la longue, a une figure elliptique i 3 ermanente,qui 
est unique et delerminee par la nature de ccs forces. L’axe de rotation 
est celiii qui passant par le centre de gravite, etoit a Porigine , Faxe du 
plus grand moment des forces. r » lA 21 

CHAP, IV. De la figure d*un sjpheroide tres-peu different cV une 
sphere , et recoupert dune couche de fluide en dquilibre, • . . 63 

Equation gcnerale de requilibre. • • n®. 22 

Dcveloppement de cette equation , lorsque les forces dont le fluide est 
anime, sont dues k la force centrifuge du mouvement de rotation, 
aux attractions du fluide et du splieroi'de, et k des attractions exte- 

rieures. n'^. 23 

Equation de Fequilibre, lorsque le spheroide et le fluide sont homogenes 
et de raeine densite. Expression du rayon du spheroVde et de la pesan- 
teur , a la surface. S’il n’y a point d’attractions etrangeres, cette surface 
est elliptique, et Fellipticite est ~ du rapport de la force centrifuge a, la 
pesanteur; la diminution du rayon du spheroide, de Fequateur aiix 
poles, est proportionnelle an quarre du sinus de la latitude , et si Foil 
prend , pour unites , le rayon et la pesanteur aux poles 5 Faccroisse- 
ment de la pesanteur est egale a la diminution du rayon. • n”*. 24 et 25 
Demonstration directe et independante des series, que la figure elliptique 
est alors la seule qui convient a Fequilibre. . . , . ...... n°. 26 

Dans quelques cas , une masse fluide homogene qui recouvre une sphere, 
pent avoir une^infinite de figures differentes d’equilibre. Determination 

de ces figures n*"*. 27 et 28 

Equation generale de Fequilibre des couches fluides de densit^s variables 

qui recouvrent un sphcrdide, n®. 29 

Examen du cas ou le spheroide est enti^rement fluide. S 51 n’y a point 
d’attractions etrangeres , le spheroide est alors un ellipsbide de revolu- 
tion : les densiles vont en diminuant , et les ellipticites vont en aug- 

c 2 
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nienlant, du centre ^ la surface. Les limites de I’applatissement sent 
J et 7 dll rapport de la force centrifuge a la pesanteur. Equation de la 
courbe dontles Clemens sont dans la direction dela pesanteur, dii centre 

a la surface n°. 5o 

Simplification de Texpression des rayons d^un spherdide reconvert d’un 
fluide en equilibre, lorsque Eon fixe Torigine de ces rayons, au centre 
de gravile de la masse entiere que Ton suppose tourner autour d’un de 

ses axes principaux. 5i ct 52 

Rapports tres-simples de la pesanteur, de la longueur du pendule et des 
degres sur le splieroide , a Texpression de son rayon. Moyen facile qui 
en ri^sulte, de verifier par Toliservation^ les hypotheses que Eon peut 
iniagirier sur les loix de la variation des degres et de la pesanteur. 
L’hypotli^se de Bouguer, suivant laquelle la variation des degres de 
Eequateur aux poles, est proportionnelle a la quatrieme puissance du 
sinus de la latitude, est incompatible avec les observations du pendule. 
Raison pour laquelle les aberrations de la figure elliptique, sont beau- 
coup plus senslbles dans les degres du meridien , que dans les longueurs 

du pendule . n». 55 

Les couches du spherdide ctant supposees elliptiques*, la figure du iliiide 
qui le recouvre , est pared lement elliptique: les variations des rayons ter- 
restres, des degres du meridien el de la pesanteur, sont alors proper tion- 
nelles au quarre du sinus de la latitude : la variation tolale de la pesan- 
teur, de Ei^quatcur aux poles, divisee par la pesanteur, est aulant au- 
dessus ou au-dessous de I du rapport de la force centrifuge a la pesan- 
teur, a I’equateur, que Eellipticile est au-dcssous ou au-dessiis de la 

m^nie quantile 5± 

Expressions de Ealtractioh des splierdides ellipticjues, sur uii point exte- 

rieur n®. 55 

De la loi de la pesanteur a la surface d’un spherdide fluide liomogene , 

I'attraction etantcomme uiie puissance de la distance ii“. 56 

Moyen d’avoir egard dans la recherche de la figure des spheroides recou- 
verts d’un fluide en (Equilibre, aux termes dependans du quarre et des 
puissances superieures de la force centrifuge. On peut assurer que Eequi- 
libre du fluide, est rigouieusement possible 5 qiioique Eon iie puisse en 
assiguer la figure, que par des approximations successives. . , . n®. 5 / 

C H A P. V. Comparaison de la theorie pr4c4dente ^ avec les obser- 
vations log 

Equations de la courbe des meridiens terrestres , et de celle que Eon trace 
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paries operations geodesiques. Expressions de la longitude, de la lati- 
tude et de Tangle azimuthal , corresjDondaiis aux extremites d’line ligne 
geodesique tracce sur la terre, soil pai'allMemeiit, soil perpeiidiculaire- 
ment au plan du meridien celeste. Expression generale dii rayon oscu- 
lateur d’une ligne geodesique. Parmi toules les lignes geodesiques qui 
par tent d’un meme point, il en existe deux perpendiculairesentr’ellcs, 
et auxquelles correspondent le plus grand et le plus petit rayon oscula- 
teur. Ces rayons elant donnes, ainsi que la position de ces lignes^ il 
est facile d’en conclure le rayon osculateur d’une ligne geodesique quel- 
conque, passant par le meme point. On peut toujours concevoir un 
ellipsoide osculateur, a un point quelconque dela surface de la terre; 
moyen de le determiner n®. 58 

Mbthodes pour determiner la figure clliptique dans laquellele plus grand 
ecart des degres mesures, est, abstraction faite du signe, le plus petit 
qu’il est possible n°. 39 

Mcthode pour determiner la figure elliptique dans laquelle la somme 
des erreurs des arcs mesures, est nulle^ 2 °. la somme des erreurs prises 
toutes posiliveraent , est un minimum n®. 4a 

Application de ces methodes , aux degres des meridiens^ mesures au Perou , 
au Cap de lionne-Esperance , cn Pensylvanie, en Italic, en France, 
en Autriche et en Laponie. Dans Thypolli^se elliptique , on ne peut 
pas eviter une erreur de 189 metres, sur quelques-uns de ces degres : 
Telliplicite qui correspond a ce minimum d’erreur, est 7 —. La figure 
elliptique dans laquelle la somme des erreurs des arcs mesures, est 
nulle, et la somme des erreurs prises positiremenl est un minimum ^ 
a pour ellipticite , jjj. Cette figure donne 356 metres d’erreur, dans le 
degre mesure en Pensylvanie. Rcsullals principaux des operations 
faites nouvellement en France , par Delambre et Mechain ; il suffit 
d’alterer de 4",4 les latitudes observees, pour concilier ces mesures 
avec une figure elliptique. L’ellipticile correspondante a ce minimum 
d’erreur, est , et le degre du meridien, coupe egalementparleparal- 
lele moyen, est de 99984 Cet ellipsoide que Ton peut regarder 

corame Tellipsoi'de osculateur de la France , satisfait encore a tres-peu 
pres aux mesures faites en Anglelerre, en Italie et dans TAutriche, et 
m^me a celles de Pensylvanie el de Laponie. L’arc mesur^ nouvelle- 
meiit en France, compare a celui du Perou, donne pour Tellipticitd 
de la terre: longueur du metre, conclue de ces mesures. Quelle que 
soil la figure de la terre, par cela seul que les degres des meridiens 
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diminuent ties poles aTcquateur; les rayons terrestres augraentent, et 
la terre cst applalie a ses poles. n°. 

Applioalion des niethodes des n°*. et 4o, a quinzo observations de la 
longueur du pendule a secondes. On peut concilier toutes ces observa- 
tions, avec unc figure elliplique, en n’y admcMant qu’une crreur do 
dix-huit cent millienics de colie longueur : rellipticile de la figure cor- 
I'cspondanlea ce minimum d’erreur, cst Dclernaination de la figure 
elliplique la plus vraiscmblablc quo ces observations donnent a la lerrc: 
I’elliplicite de cello figure ost Expression generale de la longueur 


du pendule a secondes . . . , n°. 43 

De la figure de Jupiter : son applalissement observe esl dans les limiles quo 
lui assigne la ibeorie de la pesanleur n”. 15 

CHAP. VI. De la figure de Vanneau de Saiurne i 55 


Expression gentu’alederallraolioii desanneaux, quelle que soil leur figure 
gcneralrice. Application au cas ou ccLte figure est une ellipse. . , n'". 44 
Un anneau elaul suppose Iluide elliomogcne, requilibro peut subsisler 
avec unc figure genera trice elliplique: determination de cette figure. 
La durec de la rotation de I’anneau est la meme que celle de la revolu-^ 
tion d’un satellite qui circuleroit autour de la plancle, a une distance 
^gale a celle du centre de la figure gcneralrice: cette duree esl d’cnviroii 

0 j-,44 pour I’anueau iuterieur de Saturne . n®. 45 

Pour la slabilite de I’equilibre des aniieaux, il est necessaire qu41s soieut 
des solides irreguliers dont le centre de gravite nc coincide point avee 
leur centre de figure. . . . . n”. 4fi 

CHAP. VII. De la figure des atmospheres des corps celestes, 167 

Equation generale de cette figure. L’atniosplidre solaire ne peut pas 
s^etendi'o jusqu'a. I’orbe de Mercure: elle n’a pas la forme lenliculaire 
que paroit avoir la lumi^i'e zodiacale, et dans le cas de son plus grand 
applalissement, Faxe du pole est a celui de Tequateur, dans le rapport 
tje a 5. , . , . , if. ^7 
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L I V R E IV. 

Des oscillations de la mer et de V atmosphere 171 

CHAP, I. Thdorie du flux et dii rejlax de la mer ibid. 

Equalions differenf iellcs da nioiivement de la iner sollicilee par les forces 
atiractives du soleil et de la lane n°. i 


Application de ces equations au cas oil la terre n’ayaiiL point de mou- 
veinent de rotation, la profondeur de la mer est constante. Expression 
generale de la hauteur de la mer et do ses mouvemens dans cette 
hypothese. L’equilibre de la mer n’est alors stable, qii’en supposant 
sa deiisite moindre que la moyerine dciisite de la teri’c. .... n'’. 2 
Application des meines equations , au cas oil la terre ayaiit uii mouvc- 
uient de rotation , sa profondeur est une fonction quelconque de la 
latitude. Equation dilT^renlielle des oscillations de la mer, dans cello 
hypothese : il n’est pas necessaire de rinlegrcr rigoureusement ; II 
sullit d’y satisfaire. L’action du soleil et de la lime doniie lieu a trois 
esp6ces difl'erentes d’osc illations ; dans la premiere, la periode des 
oscillations est independanle du mouveinent de rotation de la terre ; 
dans la seconde , cette periode est d’eiiviron , un jour ; et dans la 

troisi^mc, elle est a peu pres dam demi-jour n"'®. 5 et 4 

Examen des oscillations de la premiere espdee , en supposant la terre nn 
ell ipsoide do revolution. Determination de ces oscillations, lorsqne la 
profondeur de la mer est a tres-peu pres constante. La partie do ces 
oscillations, qui depend du mouvement des noeuds de Forbe lunaire, 
pent etre tics-considcrable ; mais ces grandes oscillations sontanean- 
ties par les resistances que la mer eprouvo dans son mouvement, En 
vertu de ces resistances, ces oscillations sont a fort pen pr6s , les 
memes que si la mer se inettoit a chaque instant en eqnilibre sous Faslre 

qui Eat tire 5 et 6 

Des oscillations de la seconde espece. Determination de ces oscillations, 
lorsque la profondeur de la mer est ii tres-peu pres constante. . . n”. 7 
Expression tres-simple des memes oscillations, lorsque la terre est un 
ellipso'ide quelconque de revolution. La difference des deux marees 
d’un m^me jour , depend de ces oscillations, Cette difference est nulle, 

lorsque la profondeur de la mer est par- tout la meme. 8 

Des oscillations de la troisieme espece. Determination de ces oscillations , 
lorsque la profondeur de la mer est a Ir^-peu-pres constante.* • u”. 9 
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FiXprcssion nnmcriqiie de ces oscillations, el du flux el reflux de la mer, 
dans di verses suppositions sur sa profondeur supposee par -tout la 
mcme. En augmcntant celte profondeur , les oscillations de la troisienio 
esp^ce, approchcnt 1r6s-rapidenient d’etre les memes que si la mer so 
inctioita chaque iiistanten equilibre sousFastre qui Fattire. n^*. loet 1 1 
Determiiiiition dii flux et du reflux de la mer, dans celte derniere liypo- 
ihdsc. Los deux marees d’un meme jour, seroient alors Ires- difTeren les 
a Bresl, dans lesgrandes declinaisonsdu soleil etde lalune; cequi etant 
conlraire aux observations , rend Fhypolliese dont il s’agit, inadmis- 


sible 12 

C II A V. 1 1. De la stahlUte de V equilibre des mers i2o4 

Premier theoreme, L’equilibre de la mer est stable, si sa densile est 

moindre que la densile moyenne de la Icrrc n”. i5 

Deuxieme iJieorthne. La lerre etant supposee un solide de revolution, 
requilibre de la mer rFest pas stable, si sa densile egale ou surpasse la 
moyenne densile de la lerre n". li 


C II A P. III. De la maniere d^ avoir egard dans la theorie du flux 
et du rejlux do la nicr , aux diverses circonstances qui , dans 
chaque port , injluent sur les marees 2 1 j 

Equations de la hauteur et des mouvemens de la mer, quelle que soil la 
loi de sa profondeur. Les oscillations de la scconde espece , devienneiit 
nulles , lorsque la profondeur de la mer est coiistanle : elles ne peiivent 
devcnir nulles pour toute la terre , que dans celte hypolhese. Aucune 
loi de profondeur iie pent rendre nulles pour toute la terre, les oscil- 
lations de la troisieme espece n®. i5 

De la theorie des oscillations delamer, en ayaiiL 6gard a toutes les cir- 
constances locales qui peuvent les modifier dans chaque port. Cette 
theorie depend des deux jjrincipes suivans : 

IS Hat d'lUL systeme de corps, dans lequel les co?iditions printiiices du 
mouvement out dlsparu par les resistances qu it eprouve , est pcrio^ 
dique , comme les forces qui VaniinenU 

I.je mouvement total d'unsystenie agile par de tres'-petites forces ^ est la 
sornme des mouvemens partiels que chaque force lui eut imprimes , 
separement. 

Expression de la liauteur de la nier , qui en resulte, dans le cas oil le soleil 
et la lime sc meuvent uiilformeuient dans le plan de Fequaleiir. Les 

circonstances 
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circoiistances locales peuvent rendre niilles dans uii port , les oscilla- 
tions de la Iroisieme esp^ce : elles peuvent faire encore que les deux 
flux lunaire et solaire , ne soient pas proportioiinels aux forces respec- 
tives du soleil et de la luiie ; enfin , il pent arriver cpie les plus grandcs 
et les plus petiles marees suivent d’uii iiilervalle qiielconque, les sysi- 
gies ou les quadratures. Expression de la hauteur des marees, qui 

embrasse ces differens cas ii°». i6, 17 et i8 

Expression des marees , en supposant variables , les niouvemens du soleil 
et de la lune, et leurs distances a la lerre. On peut alors reduire I’aclion 
de chacun de cesastres, a celle deplusieurs aslres raus unifornienient 

dtins le plan de Tequateur . . . n®. 19 

Expression generale des marees, dans le cas de la nature , on le soleil et 
la lune se ineuvent dans des orbites inclinees a requateur , ce qui donno 
lieu aux oscillations de la seconde esp^ce, n®. 20 

CHAP. IV. Comparaisoii de la theorie precedente ^ aux ohserpa-- 
tions ^55 

Des hauteurs des marees vers les sysigies. La hauteur moyenne ahsolun 
de la jnarie d*un jour , est la demi-somme des hauteurs des marees du 
matin et du soir. Xa maree totale est Fexces de cette demi-somme , sur 
la basse nier intermediaire. Expression de la hauteur moyenne absolue 
do la maree d’un jour quelconque voisin de la sysigie. Expression de 

la maree totale du mcme jour n®. 21 

Dcveloppement de ces expressions, vers les equinoxes et vers lea sols- 
tices n®. 23 

Table I des hauteurs moyennes absoliies et des marees tolales observees a 
Brest pendant les annecs 1711, 17^^, 1715 et 1716, un jour 

avant la sysigie, le jour merae de la sysigie, et les quatre jours sui- 
vans, dans vingt-quatre sysigies vers les equinoxes, douze sysigies vers 
les solstices d’ete, et douze sysigies vers les solstices d'hiver, , . ii®. 25 
Expressions qui resultent de rinterpolation de ces hauteurs, dans Fen- 
semble de toutesles sysigies. Determination de Fintervalle dont Fins- 
tant du maximum des marees, suit la sysigie. Cet intervalle k Brest, 

est de ij®''%5o724 n®. 24 

La maree totale qui auroit lieu a Brest, si le soleil et la lune se mouvoient 
uniformement dans le plan de Fequateur, seroit dans son maximum ^ 
^gale a 6 *"®, 2490. L'intervalle de deux marees consecutives du matin 
oil du soir, vers les sysigies , etant pris pour unit65 la diminution de la 
MilCAN, ciiL. Tome /♦ d 



jcxvj TABLE DES MATIERES. 

maree totale en pailant du maximum^ est par les observations, egalc 
an qiiarre du temps, multiplie par o™®,io 64 :. La tlieorie de la pesan- 

teur donnele meme coelTicient n®. 25 

Suivant les observations , ce coeJlieient est ©“'’jiDiQ dans les sysigies des 
Equinoxes , et o™", oih i dans les sysigies des solstices, le meme, a-peu- 
pr^s, quesnivanl la iheorie. Les marces des solstices sont plus petitcs 
que celles des equinoxes , a-pcu-pr6s dans le rapport du quarre du 
cosinus de la declinaison des aslres a Tunite , Gonformernent a la 
theorie ; la petite difference a cet egardpeut determiner I’inflnence des 
circonslances locales, sur le rapport des actions du soleil et de la 

lune . , . . n®. 26 

J^a variation des disUiiices du soleil a la lerre , a une petite influence sue 
les niarecs; et sur ce point, les observations sont conformes a la 

tlieorie . . • n®. 27 

L’efl’et de la variation des distances de la lune, est tr^s sensible sur les 
marces. Table III des raarees totales dans douze sysigies ou la lune 
^toit perigee, et dans douze sysigies ou elle etoit apogee. L’exccs des 
marces totales perigees sur les marces totales apogees, est exactement le 
Tnome par les observations comme par la tlieorie. Cet exces est tres- 
proprea Ikire connoitre Finfluence des circonstances locales sur le rap- 
|iort des actions du soleil et de la lune, et il en resulte qu’a Brest, celle 
inilueuce est insensible. Les incgalites de la seconde espcce sont pen 

considerables a Brest, et ne s’y el6vent qiFa ©"’"jiSS n®. 28 

Expressions des hauteurs moyennes absolties des niarees, et des marces 
totales , vers les quadratures. Developpement de ees expressions, dans- 
Ifs quadratures des equinoxes et des solstices n". 29 

M able IV des hauteurs moyennes absolues et des marces totales o])ser- 
vees a Brest, pendant les annees 171J , 1712, 1714, 1715 et 1716 , le 
jour de la quadrature, et les Irois jours suivans, dans vingt-quatre 
quadratures vers les equinoxes, ct dans vingL-quatre quadratures vers 

les solstices. . n®. So 

Expressions qni r^sultent de Finterpolation de ces hauteurs, dans Fen- 
scmble de ces quadratures. Le minimum des marines totales suit la qua- 
drature, du meme inlervalle donl leur maximum suit la sysigie. Si le 
soleil el la lune se inouvoient unifbrmeraenl dans le plan de Fequaleur ; 
la grandeur de la maree totale dans son minimum sevoit de 5'”', 0990. 
La comparaison de cette maree, a celte meme maree dans son maxi^ 
mum f doime I’action de la lune , a Ires-peu pres tiiple de celle du 
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soleiljdans les mo3^ennes distances. L’inlervalle de deux mare es con- 
sccutives du matin ou da soir vers les quadratures, ^lant pris pour 
unite ; Taccroissement de la mar^e totale pres des quadratures , a 
partir du minimum, est egal au quarre dii temps, inultipli^ par le 
coeflicient o"’*’,2272 , suivant les observations : il esl a tres-peu pres 

ineme par la llieorie n°. 5 i 

Dans les quadratures des equinoxes, ce coefTicient est o’"®, 5 i 23 5 il est 
o™®,i 421 , dans les quadratures des solstices : la tlieorie donne a fort 
peu pres , les raemes resultats. L^effet des declinaisons du soleil et de 
la lime, est tres-sensible dans les marees vers les quadratures’, il eat 

confornie a la tlieorie n'’. 32 

Les marees du soir I’emportent a Brest, sur celles du matin , vers lea qua- 
dratures de r^quinoxe du printemps; le conlraire a lieu vers les qua- 
dratures deTequinoxe d'autonine, conforineinent a ce qui doit etre eii 

vertu des inegalites de la secoiide espece u®. 53 

Expression deslieures et des intervalles des marees vers lessysigies. n®. 34 
Table des lieures des marees tolales de la Table I , le )our meme de la 
sysigie, et dans les trois jours qui la suivenl. Expression de ccs heures 
el deleurs retards d’tin jour a Pautre, pr^s du maximum, Ce retard est 
par les observations, egal k o»,o27o52. En le comparant a la tlieorie, 
il donne Taction de la lune, k fort pen pr6s triple de celle du soleil. 
Confirmation de ce resultat, par un grand nombre de marees totales 

observees loin des sysigies n”. 55 

Le retard des marees d’un jour k Taulre, est d^m huitieme environ plus 
grand dans les sysigies des solstices que dans celles des equinoxes; co 

qui est 4 -peu-pres conforme a la theorie 56 

Le retard des marees d’un jour a Tautre, vers les sysigies, vario tres-sen- 
siblement avec les distances de la lune A. la terre : une minute de varia- 
tion dansle demi-diametre apparent deja lune, donne 258 " de variation 
dans ce retard. Ce r6sullat est entierement conforme a la tlieorie. n". oj 
Expression des heures et des intervalles des marees vers les quadra- 
tures. ^ 58 

Table des heures des marees totales de la Table IV, relatives aux quadra- 
tures. Expression de ces lieures et de leur retard d’un jour k Tautre, 
pr^s du minimum des marees. Ce retard, suivant les observations, est 
egal a 0^,05267; il est a tres-peu pres le meme, par la tlieorie. Ce 
retard est plus grand dans les quadratures des equinoxes que dans 
celles des solstices, dans le rapport de i 3 a 9 , suivant la theorie; ce 

qui est ^-peu-pr^s conforme aux observations. . . n”. 09 

d 2 
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Suivant la llieorie, le retard des inarces dans les quadratures vane avec 
la distance de la lime a la lerre, mais trois fois moiiis que dans les sysi- 

gies; ce que les observations confirment. . . n®. 4a 

Expression nimierique de la hauteur des marees a Brest. Formule pour 
doterrainer les plus grandes marees totales qui doivenl avoir lieu dans 

nos ports n®. 4i 

Formule simple el facile a reduire en table, pour determiner I’heure de 

la ])leine mer. . . . 11 “. 42 

llecapitulation des principaux pbeiiomenes des marccs, et de leur accord 
avec la thcorie de la pcsaiiteur universelle. .......... n®. 43 

C 11 A P. IV. Des oscillations de V atmosphere. ..... . 2g4 

F>qua lions geiierales do ces oscillations. Leur determination se rcduit a 
celle des oscillations de la mer , dans le cas d’line profondeur constante. 
Expression nnmerique de ces oscillations, dans une liypotht^se sulll- 
samnient capprocliee de la nature , pour donner une idee juste de 
Faction du soleil et de la lime sur Fatmosphere. Cette action i^eut se 
manifesler par un grand nonibre d’observations tres-precises du baro- 
metre, enire les tropiques. Elle ne pent pas produire les vents alises. 
Le signe de la decliiiaison des deux astres, ne paroit pas devoir induer 
scnsiblemeiil sur les modifications de Fatmosphere. •••••• iF. 44 

L I V R E V. 

Des mouvemens des corps celestes , autour de leurs propres 


centres de grapite 259 

CHAP. I. Des mouvemens de la terre , autour de son centre de 
gravile. ibid. 

Equations dillercntiellos de ces mouvemens. ........... n'^. i 


Kecherclie des momens cFinertie de la lerre, relativement a ses trois 
axes principaux. La sphere n^estpas le seul solide dans Icquel tons les 
momens d’inerlie soient t^gaux ; equation gthierale du solide qui jouit 

de cetle propriele ir’. 2 

Devcloppeinent en series, des forces perlurbatrices du mouvenient de la 
lerre autour de son centre de gravity. Ces series se reduisent a leur 
premier terme, si la surface de la terre est elliptiquej el Ton peut tou- 
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jours determiner son mouveraent dans cette hypolhese, sans craindre 
une erreiir sensible n'*, 5 


Expressions differeiitielles tres-approcliees du moiivement des equinoxes 
et dc la nutation de Faxe terreslre , rapportes a un plan fixe. . . n”. 4 
Dcveloppement eL integration de ces expressions, en ayaiit egard a la 

mobilite des orbes dii soleil el de la liine n®. 5 

Expressions du raouveincnt des equinoxes ct de I’inclinaison dc Faxe de 
la terre, sur Fecliptique vraie. L’action du soleil et de la lime, sur le 
spliero'idc terreslre , change considerablement les variationiide Fobli- 
quito de Fecliptique et de la longueur de Faniiee, qui auroient lieu en 
vertu du scul deplacement de Forbe solaire, et les reduit a-peu-pr6s, 
au quart de leur valeur*, ces differences ne sont seiisibles qiFapres deux 

oil trois si^cles, a partir d’nne epoque donnee n®. 7 

Les variations du mouvement de rotation de la terre, sout inscnsibles, 

et ce niouveraerit pent etre sup2)osc uiiiforme . n®. 8 

Les variations du jour moyen, sont pareillement insensiblcs, et sa duvi c 

jDeui etre sujiposee constante n®, y 

Exainen de Finfluence des oscillations dc lamer, sur les moiivemeus du 
splierdide terreslre autour de son centre de gravite. lAinalyse conduit 
a ce thcoreme reniarquable ; Les phenommes de la precession et de 
la nutation ) sont exacternent les me/nes cpie si la mer jonnoit une masse 

solide apec le splierdide quelle recoup re 10 et 1 1 

Ce tlicorcme a lieu, quelles quo soieiit les irregularittls de la ^n’otbiideur 
de la iner, et les resistances qivelle eprouve dans scs oscillations. Les 
courans de la iner , les fleuves, les Iremblemens de terre et les vents, 

iFall^rent point la rotation de la terre ii«. 12 

Expressions .numeriqiies de Finclinaison de Faxe de la terre, et de la 
position des equinoxes, sur un plan fixe, et sur I'orbite lerreslre : for- 
mules de la variation des cloiles en ascension droile et en dcclinai- 

son. n®. lo 

Consequences qui resultent des phenoin^nes de la precession et de la 
nutation, sur la constitution de la terre. Ces pheiiomenes sont les 
memes qne si la terre etoit un ellipso'ide de revolution 5 Fapplatissement 
de cet ellipsoide est compris dans les limites et D^veloppemeiit 
des phenom^nes qui tiennent a la figure de la terre, et de leur accord 
avec la theorie de lapesanteur. •••••.«•• f *,«««« « n®# l4 
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CHAP. II. Des moupemens de la lime ^ autour de son centre de 


gravitd. 35G 

TWorie astronomlque de la libratioii reelle de la lune. ...... n**. 1 5 


Equations difierenlielles du rnouvemcnt de la lime autour de son centre 
de gravite. Expression finie de sa lihration reelle. Le nioyen mouve- 
ment de rotation de la lune est exactement egal a son moyen mou- 
vement de revolution autour de la terre , et il participe aux iiiemes 
in^galites seculaires , en vertu de rattraction terrostre sur le splieroide 

lunaire. n®. i 6 

Exin'cssions du mouvement des iiceuds el de I’inclinaison de requateur 
lunaire, sur I’ccliptique vraie. Le moyen mouvement de ces ncciids 
est cgal a cclui des noeuds de Torbite lunaire , et le noeud descendant dn 
Ecquatcur lunaire coincide toujoursavec Ic noeud ascendant de rorbitc: 
Einclinaison inoyenne do Tcquateur lunaire a Iccliptique vraie, est 
constante. Les mouvemens s 6 culaires de Tecliptique idaltcrent point 

CCS vesultats. , n”. 17 

Consequences qiii rcsultent de la libration reelle dela lune, sur la figure 
et la constiluliop du splieroide lunaire. La difference entre ses momens 
d’inertie, relatifs a ses axes principaux, est plus grande que dans le 
cas do Ehomogeneilc_, et dans celui on elle auroit etc priniilivemenl 

fluidc. . • f , . a®. 18 

L’aclion du soleil sur le sph6rojde lunaire , n’influe pas sensiblement sur 
ios mouvemens de ce splieroide autpur de sou centre de grstvite, n°. 19, 

CHAP. III. Des mouvemens des anneaux de Saturne autour de 
leurs centres de gravite SyS 

Equations different idles de ces mouvemens ; integration de ces equations. 
Sans la rotation et rapplatissement de Saturne^ les anneaux , en vertu 
de I’attraction du soleil et du dernier satellite de Saturne, cesseroienl 
d’etre dans un meme plan : Taction de Saturne les maintient tonjours 
h fort peu prijs dans le plan de son equateur , ainsi que les orbes des six 
premiers satellites, Les satellites d’Uranus, circulant dans un inerae 
plan ; il en resulle que ce plan est celui de Tequateur de cette plane te, 
Ct qu’elle tourne rapidement sur elle-meme, * • • « n®’. 20, 31 et 22. 

FIN PK LA table PE LA PREMIERE PARTIE. 



ERRATA DU TOME PREMIER. 


Page 26, ligne 4 , en remontant, au lieu de S ; Usez — . 

Page 56 , ligne 10 , en remontant ; changez le signe — en 
Page 5 if ligne 7 j changez le dernier — en -{-• 

Page 59, ligne 8 , en remontant, au lieu de — sin.d . cos.4. > — z.sitt.O *C 03 .ip. 

Page 72 , ligne 4 ; changez les / en 5 . 

Page 73, ligne 10 , au lieu de V angle ; lisez le complement de V angle. 

Page 75 , ligne 6 , en remontant , au lieu de tang. ^ d j lisez i tang. 2 . 

Page 79 , ligne 19 , a la fin ; ajoutez =r:o. 

Page 83 , ligne i 3 , en remontant , au lieu de cosinus ; lisez sinus, 

3 /?* 

Page 85 , ligne i 3 , en remontant , au lieu de { , lisez -g— . 

Page f’q , ligne 1 3 ; changez les /* en 5 - 

Page 95 , ligne 8 , mullipliez par dt y le premier terme. 

Page 96 , ligne i 4 ; ajoutez — ~ au second membre de Inequation. 

g 

Page io 5 , ligne 6 , en remontant, au lieu de ) 5 m 

Page 124 , ligne 9 *, changez Pexposant { en {. 

Page i 3 o, ligne 3 , au lieu de partiellement ; lisez pareillement* 

Page i 4 i , lignes 4 et 8, multipliez par d&. 

Page 14 /, ligne 9, au lieu de cos. d ; lisez r.cos. 6 , 

Pago i 5 o, ligne dernibre, au lieu de lisez 

Page 1 52 , ligne 11 , au lieu de . sin. ('n < -f- e j ; lisez (^^^.sin, (nt -{'(). 

Page ido, ligne 9, en remontant j mettez \/^ devant le radical. 

Page 182, ligne 9, en remontant, au lieu de cos lisez sin. 

Page i 85 , ligne 1 1, en remontant , au lieu de T ; lisez t. 

Page 192 , ligne 3 , au lieu de = ; lisez I =. 

Ibid, ligne i 4 , en remontant , comme les; lisez rSciproques aux, el ligne 12; en 
remontant, au lieu de j ; lisez U. 

d p 

Page 207 , ligne 3 , au lieu de p ; lisez — . 

a c* 

Page 209 , ligne 5 , au lieu de — ; lisez 

cos.O COS,“o 

Page 2 iG , ligne 9 , en remontant, au lieu de Cp* / lisez Cp, 

Page 226 , ligne 7 , en remontant , geocentrique , lisez h&liocentriqiu* 

Page 291 , ligne derniere, au lieu de 2 sin. v ; lisez 2 a. sin. v. 

Page 292, ligne 10, en remontant, au lieu de 3 a; lisez 

Page 354, ligne ii , en remontant, aulieu de m'.ozi ; lisez ^m'art. 

ERRATA DU TOME SECOND. 

4 T . 4 T . 

Page 10, ligne i 4 , aulieu de — ; lisez ^ — . 

\/ mn 3 . \/ mrt 

Page 1 5 , ligne i 4 , au lieu de - — ■ ; lisez 

m n 
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Page 33 , Kgne 9 , en remontant ; observez que 'a masse M est prise pour unite. 
Pago 35 , ligne 4 , en remontant , au iieu dc 4a t.P lisez 4 c6 tt . yC'). 

Page 47 , ligne n , en remontant, au lieu dc2,('i |-2n-(- 1 j . . . ,(‘U — a ); 

lisez (i-{- . . - .(^i — 

page 48, ligne 5 ; sappriai^z le facteur .2. 

4 sr 4 ^ p 

Page 5 1 , ligne I) , au lieu de ; hsez — — - . 

Page J07, ligne 17, au lieu de ai + t » 2.(21 

Page 122 , ligne 4 j mnltipliez par s les deux derniers termea. 


Page ia3 , ligne 9 


au lieu dc -» 


lisez 


/d u( 

Vd4 


)• 


Page iq 5, ligne 4 , en remontant , au lieu de sin. 2(^ ; i lisez cos. “1“ 

Page 1,36^ ligne ifi, an lieu de somm<? ; lisez 
l^age i51) , ligne 17, au lieu de u hant ; lisez a etant. 

Ibid. ligne 21, uu lieu de rayon j subsliluez ra^on , a, 

^h'yr.zdz ^tT.Kzdz 

Pago i(ii , ligne 18 , au lieu de ; ; Usez — 

- j- l A. d" 1 

Page i64,llg. 11, au lieu de cesmots,sar V element rdr^r^ de Vanneau; liscz sur Vanneau. 
Page 1 6g , ligne 1 5 , au lieu de ei r^d Q ; lisez a r^d ^ 

l^age 17a, ligne 10, en remontant, au lieu de V ; lisez v , et observez que ce v cst 
different decelui de I’equation (a). 

Page 177 , lignes i3 et i4 *, mnltipliez par I , les deux termes. 

Page 189 , ligne 6 , en remontant, au lieu de ; lisez 
l^ngo 190, ligne 3, en remontant, au lieu de/>t*/"”^; lisez 
Page 19'*, ligne 2, au lieude cos. {"«<•{- cr — 4^» list^2 sin. (nt 4 
Page aio , ligne 3 ; divisez le second terme par 2. 

I’age ail, lignes 5 et 7 , au lieu de 7 't ; User - tt. 

Page a 12 , ligne 10, en remontant , changezy* eny. 

Page ai4, ligne 11 , au lieu de 

Page 219 , ligne a , en remontant , au lieu de n'ty lisez n’T, 

Page 22 1 , ligne 12 ; changez n* dans /i'“. 

Page a46 , ligne ao, aulieu dc 10009™*’, 470 ; Usez 1009™®, 470. 

L' V 

Page 257 , ligne 4 , en remontant, au lieu de ^ ; lisez — . 


, sm. ssr. 


lh\d. ligne 5 , en remontant , au lieu de • 


lisez • 


\hid. lignes 7 et 8 , en remontant , au lieu de 21 ; Usez 22 , el au lieu dey” j lisez uy. 
Page 258, ligne 8, au lieu deC, 8091 j lisez 6,9091. 

Page 370, ligne 4 , en remontant, au lieu de F'; lisez T'. 

Page 27a , ligne 4 ; observez que p doit dire augmente de sa trente-neuvieme partie, 
Page 293 , lignes 7 et 8 changez equinoxes f en solstices f et reciproquement. 

Page 293 , ligne 5 , au lieu de I'y ; Hsez ly. 

Page 3o8 , lignes 4 , 5 et G j mnltipliez par p , le produit dp..dv, 

^ , A—C A-^C 

Page 3 i 2 , ligne 12 , au lieu de — — ; hsez 

A B 

I*.'}ge3i3, ligne 5 , nu lieu de cos /</ -f* lisez fw. (i t s). 
page 324 , ligne derniere , au lieu de 8 ip,(ft-\‘C); lisez cos. (// -f 
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T R A I T E 

D E 

MECANIQUE CELESTE 


Newton publla, vers la fin clu dernier siecle, la dccouverte de 
la pesanteur universellc. Dcpuis cetle epoqiic, les Gcoinetrcs sont 
parvenus a rainener a cette grande loi de la nature , tons les plic- 
jiomcnes connus du systeine du monde, et a donner ainsi aux 
theories et aux tables astronomiques , une precision inesperee. Je 
me propose de presenter sous un meme point de vue , ces theories 
ij^parses dans un grand nombre d’ouvrages , et dont I’ensemble em- 
brassanttous les resultats de la gravitation universellc, sur I’^qui- 
libre ct sur les mouvemens des corps sol ides et fluides qui composeiit 
le systeme solaire et les systemes semblablcs repandus dans fim- 
mensite des cieux , forme la Mecanique celeste, UAstronomie , 
consideree de lamanierelaplus generale, est un grand problemcde 
mecanique, dont les elemens des mouvemens celestes sont les arbi- 
traires j sa solution depend a-la-fois de fexactitude des observations 
et de la perfection de fanalyse , et il importe extreraement d^en 
bannir tout enipirisme , et de la reduire a n’emprunter de fobser- 
vation, que les donnees indispensables. C^est a remplir autant qu’il 
m’a ^te possible, un objet aussi interessant, que cet ouvrage est 
destine. Je desire qu’en consideration de Timportance etdes difli- 
eulles de la matiere , les Geoinelres et les Astronomes le regeivent 
MticAN. CEL. Tome L A 
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avcc indulgence, et qu’ils cn trouvent Ics r^sultals assez simples 
pour Ics employer dans leurs reclicrclies. II sera divise cn deux 
parlies. Dans la premiere , je donnerai les metliodes et les formules 
pour d(^lcrmincr les mouvemens des centres de giavite des corps 
celestes, la figure dc ces corps, les oscillations deslluides qui les 
recouvreut, et leurs mouvemens autour de leurs propres centres 
de gravite. Dans la seconde partio , j’appliquerai les formules trou- 
■v^cs dans la premiere , aux planetes , aux satellites et aux cometes j 
je la terniinerai par Fexamen de diverses questions relatives au 
systerne du moiidc, et par une notice liistorique des travaux des 
G^ometres sur celle matiere. J’adopterai la division decimale de 
I’angle droit et du jour , et je rapporterai les mesures lineaires, a la 
longueur du metre, determiuee par Fare du meridien terrestre 
compris entre Duulverquc et liarcelone. 
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THEORIE GEN ERALE UES MOUTEMENS 
ET BE LA FIGURE DES CORPS CELESTES. 


LIVRE PREMIER. 


DES L 0 I X GENERALES D E t* E Q^U I LI B RE 
E T DU MOUVEMENT. 


J E vais etablir dans ce livre, les principes generanx deTequilibre 
et du inouvement des corps , ot r^soudre les problemcs de meca- 
nique, dont la solution est indispensable dans la theorie du syslemc 
du monde. 


CHAPITRE PREMIER. 

De Vequilihre et de la composition des forces qui agissent 
sur un point materieL 

I.Un corps nous paroit sc mouvoir, lorsqu’il change de situation 
par rapport a un systeme de corps que nous jugeons en repos 5 
mais comme tous les corps , ceux meme qui nous semblent jouir 
du repos le plus absolu , peuvent etre cn mouvement j on imagine 
un espace sans bornes , immobile et penetrable a la malic re : eVst 

A 2 
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uux parlies de cet espace reel ou ideal , que nous rapportons par la 
l)ensce, la position dcs corps , ct nous les concevons en mouvement , 
lorsqulls repondent success! vein ent a divers lieux de I’espace. 

La nature de cettc niodiilcation singuliere , en vertu de laquclle 
un corps esl transporle d’un lieu dans un autre, est et sera toujours 
inconnuc j on I’a designee sous le nom deforce on ne pent deter- 
miner que ses eficts et les loix de son action. L’eflel d’une force 
agissante sur un point inatc^riel , est de le mettre en mouvement, si 
rien nc s’y oppose j la direction de la force est la droitc qu’elle tend 
a lui faire decrirc. II est visible que si deux forces agissent dans le 
memc sens, elles s’ajoutent Tune al’autre, et que si dies agissent 
en sens contrairc , le point nc se meut qu’en vertu dc Icur diffe- 
lence. Si lours directions forment un angle entre elles , il en resulte 
line force dont la direction est nioyenne entre cel les des forces 
composantes. Voyons quelle est cette resultante et sa direction. 

Pour cela, consid(!^rons deux forces x ci jy agissantes a-la-fois 
sur un point materiel 31, cl formant entre dies un angle droit. 
Soitzleur resultante, ct 6 Tangle qu’elle fait avec la direction de 
la force X‘, lea deux forces x ei y etant donn^cs , Tangle S sera 
dcHermin^ , ainsi que la resultante z , en sorte qu’il exisle entre les 
ti cfis quantit(^s x , z ci S , une relation qu’il s’agit de connoitre. 

Supposons d’abord les forces xetj/' inliniment petites , et egales 
aux diflerentidlcs dx et dy ; supposons ensuite que x devenant 
sncccssiveiiient ^dx , 'bdx, &c. y devienne dy, 2dy, "bdy, &:c., 
il est clair que Tangle 9 sera toujours le nieme, et que la resul- 
tante z deviendra successivement dz, 2 dz, "bdz , &c. j ainsi dans 
les accroissemens successifs des trois forces x , y et z , le rapport 
de X k z sera constant , et pourra etre exprime par une fonction 
de9, que nous designerons par on aura done x — z,<p(^) , 

equation dans laquelle on peut changer x en y, pourvu quo Ton 

y change semblablement Tangle 9 dans - — 9,-^ dantla demi-cir- 

conf^rence dont le rayon est Tunit6. 

Main tenant, on peut considerer la force x comme la resultante 
de deux forces x' ct x'' dont la premiere x' est dirigee suivant la 
resultante z , ct dont la seconde x" est perpendiculaire a cette resul- 
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tanle. La force a; qui resulle de ces deux nou voiles forces , formant 

Tangle d avec la force et Tangle - — S avec la force .v", on aura 

a;* * (rr 

x—x.(p (^)— — ; x" = 

on pent done substituer ces deux forces , a la force .r. On peut subs-* 
tituer pareillemenL a la force deux nouvelles forces ^\,y" dont 

v» 

la premiere est 6gale a — et dirigee suivant z , et dont la secondc 
est egale a — , et perpendiculalre a z; on aura ainsi , au lieu dcs 

z 

deux forces x oXy , les quatre suivanles : 

xy xy 

7 ’ 7 ’ T” ’ 't'"* 

les deux dernieres agissaiit en sens contraire , sc diHruisent; les 
deux premieres agissant dans Ic menie sens , s^ijoutcnt et formciit 
la resLiUante z ; on aura done 

d’ou i1 suit que la resultantc des deux forces x oiy est represcnlee 
pour la quantite, par la diagonale du rectangle dont les coles repre- 
sent ent ces foixes. 

Deterniinons presentement Tangle 9. Si Ton fait croitre la force x, 
de la dillerenlielle dx , sans faire varicr la force , cet angle dimi- 
nuera d’unc quantite inliniment petite dSj or on peut concevoir la 
force dx , decomposee en deux , Tune dx' dirigee suivant z , et 
Tautre dx' perpendiculalre a z ; Ic point M sera done alors sollicite 
par les deux forces z + dx'et dx" perpendiculaires entre elles , etla 
resultanle de ces deux forces , que nous nomraerons z\ fera avec 



dx" Tangle ~ ; on aura ainsi , par ce qui precede , 

dx" = z — d^ y 

la fonclion ip^-— est par consequent, infiniment petite, etde la 

forme ^kd9 , h 6tanl une consiante ind^pendante de Tangle 9 • on 
a done 
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z est, a un iiiiiniment petit pres, ^gal k z j de plus, dx" formant 
avec dx ^ Tangle — 9, oa a 

nartan I 

h.z^ 

Si I’on fait varier la force de dy ^ cn snpposant x constant; on 
avira la yariaLion correspontlaale de Tangle 9, eii cliangeaat dans 


Tectualicni prcccdentc , x ^wy-^y en x^ci S dans 9 ,* cc qui donne 


dS=: 


xdy 


en faisant done vai icr a-la~fois x cty , ]a varialion to laic dc Tangle 9 
xdy — ydx 

sera — ^ — — ; el Ton aura 
/<.s‘ ’ 


xdy — ydx 


= Ar/9. 


Subslituant pour z" sa valour ct inlc^grant , on aura 


^ — tang. ('A 9 4- f), 

f> elant uno constante arbitrairc, Cette equation combinec avec 
celle-ci , donne 

x~z. cos. 

11 ne s’agit plus que de connoitre les dcaix constantes ^ et p ; or si 
Ton suppose nul , on a evidcmmciil z~x, ct 6— o ; done cos. p=i , 
cl cos. I' 9. Si Ton suppose x nul , on a z ~y et 6 = cos. k 3 

elant alors (5gal a zeu’o , ^ doit etre egal a 2 «-|- 1 , n edant nn nombre 
e 11 tier , ct dans cc cas, x sera nul toulcs Ics fois que S sera egal a 

— — : mais X ctant mil , on aevidemment 0= ^ tt ; done 27z + 1=] , 
2 n -f 1 

uu 71^0 ^ ct par consequent 

X := z, cos. 0. 

De-la il suit que la diagonale du rectangle conslruit sur les droites 
qui represenlcnt ICwS deux forces A;ctj^, represente non-senlemcnt 
la qiiaulile , mais encore la direction dc leur rdsultante. Ainsi Ton 
pent, a une force quelconque , substilucr deux au Ires forces qui 
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forment les coles d’un rectangle clont die est la diagonale ; cl il 
est facile d’cn conclure que Toil peut decomposer une force, en 
trois aulrcs qui forment lea coles d’un parallclipipede rectangle 
dont die est la diagonale. 

Soicnt done c les trois coordonnees rectangles de I’extrt^ 

mite de la droite qui represente nne force qudeonque , ct dont 
I’origine est celle des coordonnees ; cctle force sera expriniee par la 

fonction e®, et cn la deconiposant parallelement aux axes 

des a , des ^et des c , les forces partidlcs scront cxprimf'cs respec- 
tivement par ces coordonnees. 

Soicnt a', c les coordonnees d’line seconde force ; a-^-ci^b-^ h\ 
e-j-c' seront les coordonnees de la I'csullanle des deux forces , et 
represenleront les forces parlidles dans lesquc lies on pent la de- 
composer parallelement aux trois axes j croii il est aise de condiire 
que cette resultante est la diagonale du parallelogramme construit 
sur les deux forces. 

En general, a, c ; a\ c ; a!\ &c. elan t les coor- 

donnees d’un nombre quelconque de forces ; a -j- -f- 4- ^c. ; 
b b' See. ; c c c'’\- &:c. , seront les coordonnc'^cs de la 
resultante dont le quarre sera la somme des qnarres de ces der- 
nieres coordonnees j on aura done ainsi la grandeur et la posilion 
de cette resultante. 


2.. E’un point quelconque de la direction d\ine force S ^ point 
que nous prendrons pour rorigine de cette force , menons au point 
materiel M , une droite que nous nommerons s ; soicnt or, y , z les 
trois coordonnees rectangles qui determinent laposition du point J]/, 
et a , 5 c les coordonnees de Torigine de la force j on aura 


5 = 1 / (x — — by-^(z — c)\ 

Si I’on decompose la force S parallelement aux axes dcs x , dcs et 
des z ; les forces parlielles corrcspoiidantes scront, par le n”. pre- 
cedent 5 




(77)’ (. 7 ^)’ (^) suivant la notation regue, les 
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coefFiciens dcs variations dans la variation de I’expres- 

sion preccdente de s. 

Si Ton noinmc pared 1 cm ent s\ la distance de Ai, a un point 
quclcorique de la dii ection d’une autre force A', pris pour Forigine 

de cclle force; ^ cette force dcconiposee parallelc- 

nient a I’axe dcs a;, el ainsi de suite; la sonime des forces 6", <9', 


&c. d6composdes parall element a cct axe, sera done S. 6* 



la caracterisliquc S des inlegralcs finies, exprimant ici la soinme 

Soil /^]a resullanlc de toutes Ics forces S ^ S\ &c. , ct u la dis- 
laiicc du point a un point de la dircclioii de ceLle resullanlc , 

pris pour son origine ; ‘(ft) Fexpression de cclte resul- 

lanlc dcconiposee parallelcmcnt u Faxe dcs .vy on aura done, par le 
n". precederd, 



On aura parcillement 





d’oii Foil lire , en inullipliant respeclivement ccs trois equalioiis 
par , cTy , cTz , et en les ajoutant ensemble, 

(a) 

Celte derniere equation ayantlieu , qiielles que soient les variations 
<ra7, ^ S'z^ elle c^uivaut aux trois precedentes. Si son second 

mem bre est la variation exacte d’unc fonction <p , on aura 
et par consi^qucnt , 


e’est-a-dire que la somme de toutes les forces 6*, S\ &c. decompo- 
sees parallelement a Faxe des x , est ^gale a la diflorcnce partielle 

|. Ce cas a g^ndraleinent lieu , lorsque ces forces sont respcc- 

tivement foiictions de la distance de leur origine, au point M. Alors 

pour 


/ J" ® 
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pour avoir la r([‘sultanle de toiitcs ces forces , dcconiposee parallelc- 
merit a unc droitc quelconcpie ; on prendi’a l^illleg^alc et 

eii noinniaiit (p cette integrale, on la considerera commc une foiio 
tion de x , ct de deux autres droites perpeiidiculaires entrc elles el 


a X ; la difference 


parliellc 


sera la resultaiile des forces 


S', &c. decoinposee paralleleincnt a la droitc x. 

3. Lorsque le point M est en equilibre , en vciiii do tonics les 
forces qui le sollicitent j leur resultante est nulle, ct requation (a) 
devieiit 


o — X , S . ; (b) 


e’est-tVdire que dans Ic cas de Tcquilibre d’un point sollicite par 
un noinbre quclconquc de forces, la soinme des produits dc cliaquc 
force, par rclenient dc sa direction est nulle. 

Si le point ibT est force d’etre siir unc surface courbe j il 
6prouvera de sa part une reaction , que nous designerons par H. 
Cette reaction est egalc et directement contraire a la pression que 
le point cxercc sur la surface; car en le concevant aniiiie des deux 
forces H et — II ^ on pent supposcr que Ixi forces — 7? est detruilc par 
la reaction de la surface , et qu’ainsi le point 31 presse la surface 
avee la force — R- or, la force de pression d^in j^ointsur une sur- 
face lui est perpendiculairc, aiilrement cllc pourroit se decomposer 
en deux, Tune perpend iculaire a la surface, ct qui scroit detruile 
par elle , Fautre parallele a la surface , et en verlu de laquclle 
le point n’auroit point d’action sur cette surface, ce qui est contre 
la supposition; en nomniant done r la perpendiculairc mcncc par 
le point A? a la surface, et terminee a un point quelconque de sa 
direction, la force R sera dirigee suivant cette perpendiculairc : il 
faudra done ajouter Ii,^r au second niembre de rcV|uation (b) qui 
devient ainsi : 

jR. cTr; (c) 

— R etant alors la resultante de toutes les forces S^ S', &c, elle 
est perpendicLilaire a la surface. 

Si Ton suppose que les variations arbitraires ^i'x , S'y , Iz , appar- 
tiennent a la surface courbe sur laquclle le point est assujetti; on a 
par la nature de la perpendiciilaire a cette surface, 9 

Mjx’AN. cjjl. Tome I, B 
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fait disparoilre i?. cTr cle I’cqualion precedente; I’eqiiation (^) a done 
encore lieu dans cc cas , poiirvu que Ton eliinine I’une des trois 
Tariations S'x, y , an moycn de J equation ala surface; niais 
alorsTcquation (/j)y qui dansle cas general, equivaut a trois equa- 
tions, n’cquivaul plus qu’a deux equations distincles, que I’on ob- 
tienl en fgalant separement a zero les coebiciens des deux difi'eren'- 
tielles restanlcs. Soit ii = o I’equation de la surface, les deux equa- 
tions <^r=oetc^^/ — o auront lieu en meme temps ; ce qui exige que 
cTr soit egal nJV. y N etanl fonclion de x yy y z. Pour la deter- 
miner, nommons ayhy Cy les coordonnees de I’origine de ry on 
aura : 

r= V' (x — a)' + — (z — c)‘; 


(I’ou Ton 


cn faisant done 


/«r r \a / f r \* 

tircf—J -f ( “ ) "f ( ~ ) = 1 ) par consequent 


i? 




Ic termc iJ.cTr do IVquation (c) sc cliangera dans a./z/, et cette 
c^quation deviendra, 

o — X , SS's ; 


Equation dans laquellc on doit 6galer separ6ment a zero , les coef- 
liciens des variations J^Xy S'y y S' z y ce qui donne trois equations; 
niais ellcs n’cquivalcnt qii’a deux Equations entre x y y y Zy{\ cause 
de rindeterminee a qu’ellcs renferment. On peut done, au lieu d’d- 
liniiner de requation (Z>), une des variations S Xy Syy Sz y au nioycn 
dc Tequation differentielle a la surface, lui ajouter cette Equation 
niLilliplieo par une indetermin^e a, et consid^rer alors les varia- 
tions S X ySy y Sz y com me ind^pendantes. Cette mdtliode qui r^sulte 
encore de la tli^orie de I’eliniination, r^unit a I’avantage de sinipli- 
licr le calcul, celui de faire connoitrela pression — R que le point 
M exerce centre la surface. 

Concevons ce point renferme dans un canal a simple ou a double 
courbure ; il ^prouvera de la part de ce canal, une reaction que nous 
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designerons par et qui sera egale et directement contraire ala 
pression que le point exerce contre Ic canal, et clout la direction, 
sera perpendiculaire au cote du canal : or, la courbe formee par 
ce canal cst I’intersecliun de deux surfaces dont les equations ex- 
primcnt sa nature j on pent done consiclcrer la force conime la 
resultante des deux reactions H ei R' cj^iie le point 31 eprouve dc 
la part de cliacune des surfaces ; puisqiie les directions des trois 
forces R' et k citant perpendiculaires au cote de la courbe, elles 
sontdansuii memeplan.En noinmantainsi S'?', cTr'les elemens des 
directions des forces R et R' , directions respectivement perpen- 
diculaires a cliaque surface 3 il faudra ajouter a I’ecpiation (Z>) les 
deuxtermes R»Sr et R'cS.r' , ce qui la change dans celle-ci : 

0 = "S, , S Ss-{-R,S'r-{-R/ S'/, (cf) 

Si Ton determine les variations S'x , S'j, Sz , de manierc qu’elles 
appartiennent iila fois aux deux surfaces, et par consequent a la 
courbe form 6 e par le canal ; Sr et Sr seront mils , et requation pre- 
cedente se reduira a rc'ciuation {b) qui, par consequent, a encore 
lieu dans le cas ou le point 31 cst assujetti a se mouvoir dans un 
canal ] pourvu qu’au moycn des deux (Equations c|ui expriment la 
nature de ce canal, on fasse disparoilre deux des variations Sxy 
Sj, Sz. 

Supposonsque?/— o, et 1 / ~o, soientles equations de deux sur- 
faces dont rinterscction forme le canal. Si Ton fait : 


R 


I / <r u\^ ( s u\- / s u\ 

ji' 






/ S 

\77/ 


liquation (d) deviendra 

o = Sii * y 

equation dans laquellcon dgalera separement azcro,les coefficiens 
de cliacune des variations Sy , Sz ; on aura ainsi trois Equa- 
tions au moyen desquclles on dEtcrinincra les valeurs de a et 

J3 4 
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cic a', qui (lonneront Ics r<*aclions i? el R' des deux surfaces ; cl en 
les coinposant, on aura la reaction k du canal sur le point cl par 
consf*(juent, la pression que ce point exerce contre le canal. Celle 
leaclion decojuposee parallelcment a Taxe des x , est egalc ii 

(7^) + 

condition auxquelles le mouvement du point M 

est assujetli, exprinient done , au inoyen des differences partielles 
il( s loriclions (pii soul luilles eii verlu dc ces (^*qualions , les rcsis- 
latices que le mobile epr(juve,eii verlu des conditions de sou mou- 
venienl. 

On voil , ])ar ce f[ui precede, qiic reqiialion (d) dc re([nilibre , 
a generalenj(*iit lieu, poiirvu que Ton assujtqiisse les varialions 
Sx, S'/, J'z, aux conditions de Tequilibre. C()ltc equation peiil sc 
Iraduire dans le principe suivanl. 

<( 8i Ton fait varier infinimcnl pen la posilion du point en 
)j sorle (ju’il rc'sh* lonjours sur la sm liice on sur la courbe qiril 
)) doil suivre, s’il n’esl pas enliereinenl libre; lasonnne des forces 
» (|ui le soUieilent , iuullipliees ehacune par I’espace que le point 
» pareourl suivanl sa direction, esl egalc a zero, dans le cas de 
}> I’ecjuiUbre )>. 

JiCS varialions <Px , S'}', Sz elant .snpposet's arbilraires el inde- 
j)endanles, on pent dans Tequalion (a) subsliluer aux coorduniuH S 
.r , y , z , Irois aulres ([\ianliles qui en soienl fonclions , el egalcr 
les eoellieiens des varialions de ces quantiles a zero. Noininons 
ainsip le ravon inene de rorigine deseoordonnees,a la projeclion du 
])oinl M , sur le plan des x el des j , el -tst Tangle forme par p ct 
l)ar Tuxe des.r, nous aurons : 


X = p* cos. / jy = p» sin. 'ST . 

I'ai consideranl done dans Tequation («), ri, s, s', &c., comrne 
fonclions de p , ^ el ;; y el comparanl les eoellieiens de S-v , on aura 


r 

P 







esl Texpression de la force decomposee suivanl 1 ele- 


ment Soil celtc force decomposee parallelcment au plan 
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(Ics X ct des , et p la pcrpeiidiculairc abaissce dc I’axc des z sur la 

direction de paralleleincut au meme plan ; sera line 

P 

seconde expression dc la force decoiiiposee suivant F^lemcnt 
; on aura done 



Si Ton eon^oit la force applicpiee a rextrcunile de la perpendi- 
culaire p , ellc lendra a la faire tourner aulour dc Faxc des c ; Ic 
]nodiiit dc celte force, par la perpendiculaire , est ee qiie Ton 
iionnne moment de la force par rapport a Faxe des z ; ce moment 

est done egal a il lesultc de Ftk|ualion (e), quo Ic 

moment de la resultante d’un nombre quclconquc des forces , csL 
egal a la soiniiie des momens de ees forces. 
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C II A P I T R E I L 

Du mouvement d*un point malcrieU 

4* XJ N point en repos pent se donner aucun mouvement, puis- 
fjLi’il nc n rifcrnie pas en lui-nieine de raison pour sc mouvoir dans 
im sens plutol qiie dans nn autre. Lorsqu’il est sollicile par nno 
force quelconque, et ensiiitc abandounc a lui-meiiic; il sc meut 
conslamnient d’uiie inaniere unil’ormc dans Ja direction de cetle 
force, s’il nV'proiiveaucime resistance. Cette tendance de la maliere 
a pers6verer dans son etat dc mouvement on de repos, est ce que 
Ton nomine inertie. C’est la premiere loi du mouvement des corps. 

La direction du mouvement en ligne droite, suit eWidemment dc 
ce qu’il ii’y a aucune raison pour que Ic point s’ecarte plutota di oile 
([u’a gaueJui de sa direction jii imitive; mais I’uniformite de son 
Jiiouvement nVst jias de la memc evidence. La nature de la force 
niolrice etaiit incoiiiiue, il est impossible de savoir a priori si cette 
ibrc(‘doitse conserver sans ccsse. Ala verite, un corps etanl inca- 
pable de sc donner aucun mouvement a Ini-meme , il paroU egale- 
nuMit inca])abl(^ (ralteier cidui qu’il a re^u ; en sorte que la loi 
d’inertic^ (‘st au moins la ])liis naturelle (*t la plus simple que J’oii 
jniisse imaginer; elle est d’ailleurs coiiiirmee par rexptu ience ; en 
cifet, nous observons sur la lerre que Ics mouvemens se perptHuent 
plus long-tejn])s , amesure que les obstacles qiiis’y opposent vien- 
iient a diminuer; ce qui nous porte a croire que, sans ces obs- 
tacles, ils dureroient toujours. Mais rinertie de la maticre esl prin- 
cipalenient reniarquable dans les mouvemens celestes qui, de- 
puis un grand nombre de siecles , ivont point eprouve d’altcna- 
lion s('nsible. Ainsi, nous regarderoiis rinertie comme nne loi de 
la nature, et lorsquc nous observerons dc Talteration dans le inou- 
vement d'uu corps, nous supposcrons quelle est due a Taction 
d’luie cause clrangerc. 
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Dans le mouvemeiil uniforme, Ics espaces parcounis sont pro- 
portioiinels an x temps ; mais les temps employes a decrire uii cspiico 
dclermiue sont plus on moins longs, suivant la grandeur de la 
force jnolrice. Ces dilferences out fait naitre ridco de vitessc ([ni, 
dans Ic inouvemcnt unifonne, cst Ic rapport de I’espacc au temps 
employ^ a le parcourir : ainsi, 5 represcnlanl I’cvspace, /le temps, 

s 

et p la Vitesse , on a = Le temps ct Tcspace etant dcs quaiilitcs Iic- 

terogenes , et par consequent incoinparables ; on ehoisit un intervallc 
dc temps determine, tel quclasecondc, pour unite de temps; onchoi- 
sit pareillcmcnt unc unite d’espace, telle que le metre ; et alors Tes- 
pacc et le temps sont des nombres abstraits,qni exprimentcombieu 
iis renferment d’uniles de Iciir espece, et qui peuvent etre compa- 
res Fun a Faiilre. La vitesse devient ainsi le rapport de deux norn-' 
bres abslraits, ct son unite est la vitesse du corps qui parcourt un 
metre dans une seconde. 

^ , La force n’elant connuc que par Fespacc quVlle fait decrirc 
dans un temps determine, il est nalurcl de prendre cet espacc pour 
sa mesure; mais cela suppose que plusieurs forces agissantes dans 
le meme sens, feront parcourir un espace egal a la somme des espaces 
que cliacune d’ellos cut fait parcourir separement, ou, ce qui re- 
vient au meme, que la force est proporlionnellc a la vitesse. C Vs t 
cc que nous nc pouvous pas savoir d priori, vu no tie ignorance 
sur la nature de la force motrice : il faut done encore sur cet objet, 
rccourir a Fexperience; car tout ce qui nVst pas une suite neccs- 
saire du pen de doniidcs que nous avons sur la nature des clioses, 
nVst pour nous qu’un resultat de Fobservalion. 

Nornmons p, la vitesse de la lerre , commune ii tons les corps 
qui sont a sa surface; soit f, la force dont un de ces corps M , est 
anime en vertu de cette vitesse, et supposons que 
soit la relation qui existe entre la vitesse ct la force; ^ { f) etant 
une fonction de f, qu’il faut determiner par Fexperience. Soient a , 
b , c, les trois forces partiellcs, dans lesquelles la force f se decom- 
pose parallelement a trois axes perpendiculaires entre eux. Conce- 
vons ensuite le mobile A/ sollicile par une nouvelle force y'' qui so 
decompose en trois autresa', b' , c' , paralleles aux niemes axes, 
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Les forces doiit ce mobile sera ariime suivant ces axes, seront 

, c*f c' ; el en nonimant i^la force unique qui en resultc, on 
aura par cc qui precxnle ; 


F = + «'J* -v (b ->r b' T -v (c + c'/. 

Si I’on norniiic i/, la vitessc corrcspondanlc a F i - ^ ° ^ 


sera 


cel le vitessc decomposec parallcdemciUa I’axc dcs a ; ainsi la vitessc 

relative du mobile sur la ten-e , sera parallelemciit a cct axe , 

(a-^n).U av , t r i i 

E 7^’ o\i(a‘\‘a ),(p(L ) — a.(p(J ). Les lorces les plus 


considerables que nous puissions imprimer aux corps a la surface 
dc la terre , (^ taiit beaueoup plus petiles qiic celles doiit ils sont 
aiiimes en vertu du jiiouvement de la terre ; nous pouvoiis coiisi- 
ilerer a', b\ eomim^ des quantiles inliniment petites relativcment 
a jf,- nous aiirous ainsi ; 


F=/+ 


n a -p h 1 ) -p c ( 




<p' ( f ) eiant la diflercntic'lle de <p( f) divis^e par df. La vilesse 
relative de M suivant Faxc des a , deviendra ainsi , 


8es vitcsscs relatives suivant les axes des b ct dcs c , scronl 
b' + {aa'->rhb'-\-cc}.ip'(f) ; 


•'-'PC/J+J:- {(rei'+bb' + cc'j .<p'(f). 

La position des axes des a, dcs b et des c etant arbitrairc, nous 
pouvons prendre la direction de la force imprimee, pour Faxe 
des a , et alors V et c seront mils \ les vitcsscs relatives piece- 
dentes se cliaiigent dans cclles-ci: 




ab 


.a.(p'(f) ; 


f ' / 

Si <p' (f) n’csl pas nul; le mobile, en vciiii de la force impri-^ 
nice a' aura unc vitessc relative, perpcndiculaire a la direction dc 
cette tbree , pourvii que b ct c ne soient pas mils; cVst-a~dire , 
pourvu quo la direction de cette force nc coincide pas avec celle 

du 
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dll mouvcinent cle la lerre. Aiiisi, cii concevant qu'uii globe cii 
repos sur un plan horizontal Ircs-uni, vienne a ctre frappe par la 
base d’un cyliiidre droit , mu suivanl la direction dc son axe sup- 
pose horizontal; le mouvcjiicnt reJatif apparent dn globe ne seroit 
point parallele a cet axe , dans toutes les positions de I’axc par raj)- 
port a I’horizon : voila done im moyen simple de reconnoitre par 
rcxperience si <p' {f) a une valcur sensible sur la terre; inais les 
experiences les plus precises nc Ibnt appcrcevoir dans le nionve- 
inent apparent dn globe, aucune dcH iation de la direction dela force 
iniprimee; d’oii il suit quo sur la tei re, 9' {f) cst mil a tres-peu- 
pres. Sa valeur, pour pen qu’elle IVit sensible, se inanifesteroit 
principalement dans la duree des oscillations du pendule, duree qui 
seroit diflej cnte, suivant la position dn plan de son monvenicnt, 
par rapport a la direction dn inouveinent dela terre. Les observa- 
tions les plus exactes ne laissant appercevoir aucune dilferencc scni- 
blable , nous devons en conclure quo 9' {f) cst insensible, ct pent 
etre sujipose mil sur la terre. 

Si requation (p' (y') = o, avoitlicii, quelle que soit la force f, 
<p {f) senoit constant, et la vitesse seroit proportionnelle a la force; 
die lui seroit encore proportionnelle, si la fonction (p {f) n’etoit 
composec que d’un seul terine, puiscjn’autrcmcnt { f) ne seroit 
jamais mil,/’ ne I’ctant pas; il faudroit done, si la vitesse n’etoit 
pas proportionnelle a la force , supposer que , dans la nature, la 
fonction dela vitesse, qui exprime la force, estfoi mee de plusieurs 
termes, cc qui cst pen probable; il faudroit supposer de plus, 
que la vitesse dc la terre est cxactement celle cjui convient a requa- 
tion (p' ( /Jrrzo, cc qui cst coiitrc loute \ raiseinblance. JJ’ailleurs, 
la vitesse de la terre varie dans les diveiscs saisons de I’annee : 
die est d’lm trentieme environ plus grande en hiver qu’en ete. 
Cette variation cst plus considerable encore, si, comme tout pa- 
roit I’indiquer, Je systejue solaire cst en mouvcinent dans I’esjmce; 
car selon que ce mouvenient progressif conspire avec celui de la 
terre, ou selon qu’il lui est contrairc ; il doit en rc^sulter, pen- 
dant le cours de rannee, de grandes variations dans Je inouveinent 
absolu de la terre, cc qui devroit alterer I’equation dout il s’agif , 
ct le rapport de la force impriincc a la vitesse absoluc qui en 
Mi'can. cki>. Tome I, C 
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resulle, si cette Equation et ce rapport n’etoient pas independaTis 
(111 mouverneril dc la terre : cepenclant, robservalion n’y fait upper - 
cevoir aucune alteration sensible. 

Voiladonc deux loixdu mouvement; savoir, la loi d’inerlie, 
et c(dle de la force proportionnelle ala vitesse, qui sont donnecs 
par robservation. Elies sont les plus naturelles et les plus simples 
quo foil priissc imaginer, et sans doute,elles deriventde la nature 
menie de lamatiere; mais cette nature (3tant inconnue , dies ne 
soul pour nous que des faits observers, les seals , au reste, que la 
liiecaniquc cmpruritc de rexperiencc. 

6. I^a \ilesse 6lanl proportionnelle a la force, ccs deux qiian- 
lites peuveiit ctre represenlees rune par rautre , et tout cc que 
nous avons etabli precedemment sur la composition des forces, 
s’appUquc a la composition des vitesses. 11 en r^sultc que les mou- 
vcnu'iis rdatifs (Van syslcme de cor])s animes de forces qucL 
coiujucs, sont les memes, quel (jue soil leur mouvcnient commun^ 
car ce dernier mouvement decomjiose en trois autres paialleles 
a trois axes lixi s, ne fait ([ifaccroitre d’une meme quanlite, les 
Yiless(’s [larUdles dc cliacjne cojps , parallelemcnt a ccs axes* et 
commt) leur vilcsse redativc ne de'pemd que de la dillerence de cos 
vitesses parlielles, die est la menne, quel epic soit le mouvement 
commuii a tons les corps : il t'st done impossible alors dc jugcr elu 
mouvement absoln d’nn sysleme donton fait partic, par les appa- 
renccs epic Ton yeibserve, et c:’cst ce epii caracte^rise la loi ele la 
proportioniialile' dc la force a la vilessc. 

ll resulle emcorc dn iC. 5, que si Ton projette cliaque force et 
Icnr iTsultanle, sur iiu plan fixe; la somme des momens des forces 
composanles, ainsi projcle'cs par rapport a un point fixe pris sur 
le plan, est e^gale au moment de la projection de Ja resultante : or, 
si de ce point, on niene au mobile, un rayon que nous nomme- 
roiis rayon vecteiir; cc rayon projete sur le plan lixe, y trace- 
roit, en vertii de cliaque force agissante sepaiTiiient, une aire egale 
au produil de la projection de la ligne qu’cllc feroit decrire , par 
bi moilie de la perpendiculaire abaissee du point fixe, sur cette 
in'ojection : cclle aire est done proportionnelle au temps. Elle csl 
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encore, dans un temps donne , proporlioniielle an moment do la 
projection dc la force; ainsi, la somme dcs aires quo Iraceroil la 
projection du rayon Tcclciir, cn vertu de cliaq\ic force conipo-- 
saute, si elle agissoit scule, cst egalea Faire que la resullanle fail 
decrire a cette projeclioii. 11 suit de-la que si un mobile pi ojele 
d’abord en ligne droite , est ensuite sollicite par des forces quel- 
coiiques , dirigees vers le point fixe; son rayon vecteur decj’ira 
toujours autour de ce point, des aires proportion rielU's aux tcjiips ; 
puisque les aires que feroicnt decrire a ce rayon, les iiouvelles coiii- 
posanles, seroient nulles. Reciproquemcnt, on voit que si le mobile 
decrit autour du point fi xe , des aires proportionnelles aux icjnps ; 
la resultante des nouvclles forces qui Ic sollicileiit, csl conslam- 
mcnt dirigec vers ce point. 

y. Considerons mainlenant, le mouvcinenl d’lin point sollieilc 
par des forces qui seniblent agir d’une maniere continue, telles que 
la pesantenr. Les causes de cellc force ct des forces seinblabb's qui 
out lieu dans la nature, elant inconnues, il cst impossible de savoir 
si dies agissent sans interruption, ou si leurs actions successives 
sent separees par des intervalles de temps, dont la duree est insen- 
sible; niais il est facile de s’assurer que les plienomenes doivent 
etre a tres-peu-pres les memes dans ces deux Jiypolheses; car si 
Ton representc la vitesse d’un corps sollicite par tine force sans 
cessc agissante, par Fordonnee d’une courbe dont Tabscisse reprc- 
scnte le temps ; cctle courbe , dans la seconde livpolliesc, sc cban- 
gera dans un polygone d’un tres-grand nombre de cotes, et qui, 
par cctle raison, pourra sc confondrc avec la courbe. Nous adop- 
terons la premiere hypotbcse avec les geometres , et nous suppose- 
rons que Fintervalle de temps qui separe deux actions consecutives 
d’une force quelconquc , est cgal a Felement d t du temps que nous 
d6signerons par t. Il cstclair qu’il faut alors supposcr Faction de 
la force, d’autant plus considerable, que Fintervalle qui separe 
ses actions successives, est suppose plus grand; afin qu^apres le 
me me temps la vitesse soit la meiiie : Faction instantanee d’une 
lorce doit done etre supposee en raison de son intensite el de Ftde- 
ment du temps pendant lequelclle est supposee agir. Ainsi, en repre- 
sentant par P cette intensite, on doit supposerau commencement 

(■ 2 
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(1c chaquc inslnnt d t, Ic mobile solliciU; par unc force P.d t, ct 
mu uniform(*inciit pendant cct instant. Cela })ose : 

On pent r(iduirc toutes Jes forces qui sollicitcmt un point M, a 

trois forces P , Q , R, agissantes paralU’denienl a trois coordonnees 

reclangles x, j , z , qui determinent la position de ce point; nous 

supposerons ccs forces agir cn sens contraire de Torigine de ces 

coordonnek's , on lendre a les accroitre. An coniinencenient d’un 

novivel instant d i, Ic mobile regoit dans le sens de cliacune de ces 

coordonnees , les accroissemens de force on de vitesse , P .dt, 

Q,dly R,dt. Jjcs \Uesscs du point M, paralleles a ces coor- 

1 , d X dy dz . . p « 

donnecs sont -r-y car dans un insUmt inJininicnl petit, 

dt (It dt ^ ^ 

dies peuvenl <3tre ccns(*es uiiifornies, et par consequent (?gales aiix 

espaces cdernentaiies divisc^s par IVdement du temps. Les vitesses 

donile moliile est anime au commencement d’un noiivcl instant, 

sont par cons('*qucnt : 


dx dy 

~ + l,dt y “d-Q.^Z/y 


dt 


dz 

TT 


^R.dt y 


dx 

777 -'-^' 


dy 

dt 

dz 

Tt 


+ d 
+ d 


dx 

*77 

dy 


T d X _ , 

d . — - — -p P , dt y 
dt 

dy 


dz , dz „ , 

--d. —^R.dl; 


inais dans cc nouvcl instant , les yitesscs dont le mobile est anime 

dx , dx 


parallelement auxcoordonimes at , sont evidcmmcnl—^ -r ^ 


:\d,—j 

% 

■“ + c/. +rf. ^y les forces — 

dt dt dt ' dt^ dt ’ dt ^ 


(d -^•d.— — rfZ, doivent done etre detruites , en sortc que le 
d t 

mobile A/, en verlu de ces forces seules, seroit en dquilibre. Ainsi 
en dosignant par tTa:, , <rz , les variations quelconqyes des trois 
coordonnees x ^ y ^ z, variations qu’il ne faut pas confondre avee 
les difterenccs dx , dy , dz, qui expriment les espaces que le mo- 
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bile clecrit parallclcment aiix coordonnccs clurant rinslant dl ; 
leqaation {b) ilu if. 5 tleviemlra 

{,L^±—l{.dt\ 


\ (I . --- — Jtl . li / 

( dt i 


r X . { C/ . -P . rf/ } + .Tj . jr/. I -Q . /} + ^^ 

Si Ic point M cst librc , on egalcra separeniciit a zero, Ics coellieiens 
tie , S')' ct Sz , ol Ton aura , en supposant rdcMiicnt dl tlu tcnips, 
constant, Ics trois equations dillerentielles , 


ddx 




Q ; 


ddz 




ddy 

dL^ ^ ^ ^ dL^ 

Si Ic point M nVst pas libre, cn soiic qu'il suit assiijelli a se 
luouvoir siu* une surl’ace oii sur imc ligne courbe* on eliiiiiiieia 
de ri^qualion (f), au nioycn des eqL.:.tions a la sui facc on a la 
courbc, aulunt do variations Sx, Sy , Sz , qii’il y aura dVapialioiis, 
et Ton egalcra separenicnt a zero, les coelliciens des variations res- 
t antes. 

8* On pent snpposer dans IWjualion {f) les variations Sx, Sj, 
Sz egales aux diirercnlielles dx, dy, dz, puisquo ccs diil’eren - 
tielles sont necessaireinent assujetties aux conditions du niouve' 
men I dn mobile M. En laisaiit eeltc supposition, et eii integrant 
eiisuite requation (/), on aura : 
dx^ -p dy- -p 


dt^ 


-c+2.f(P.dx-\-Q. R. dz) ; 


c el ant line constante arbitraire. 


dx^ p- dy“ 4- d z'* 


. esl le quarre de la 

Vitesse dc M, vitesse que nous designerons par v ; cn supposant 
done que Pdx-\- QdyyRdz soil la diirerencc exaeto dame Ibnc- 
tion (p , on aura 

= c + {g) 

Cc cas a lieu lorsque les forces qui sollicitent le point M, sont 
fonctions des distances de leurs origincs a ce point, ce qui coni- 
prend a peu-pres toutes les forces dela nature. En elfet, S, S' , etc. 
representant ces forces, ct s, s', etc. etant les distances du point M 
a leurs originesj la resultante de toutes ces forces, multipliee par 
la variation de sa direction , sera par le n®. 2, ^gale a Ss; 
die est encore egale ii P. <r.vp Q. Sy-\-R.Sz; on a done ; 

P. (Ta'P Q, Sy\R, (Tz — S. S. Ss ; 
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aitisi, Ic second meiiibre de celtc Equation elaiit une difference 
exaclo , le preinier nienibre I’esi parcillcment. 

]I resnlto de I’eqnatioii (ff)y qncsile point A/ n’est scdlieile 
par aucui e.s (bj‘ce.s,.sa vitesse est conslanlc, pui.sc]u’alois, (p~0] 
C’est cc il est faeiJe de s’assurcr d’ailleurs, en observant quaiii 
corps mn dans nin; surface ou siir une ligne combe, ne perd a 
la renconlie d(‘ cliatiueplan infiniment jietit de la surface, ou de 
cliarjue cole infininient petit de la courbe, qu’iuie partie infini- 
nient petite du second ordi'c de sa vitesse. 2^. Que le point M , 
en pa riant d’un point donne avee une vjU'ssc donnee, pour arri- 
ver a nn autre point, aura, en parvenant a ce dernier point, la 
luvinc vitesse, quelle quo soil la com be qu’il aura decrite. 

INfais si b* !no])ile ii’est poi)it assujetti a seniouvoir sur une courbe 
detej’inin(‘(‘; l.icom bc qu’il dccrit,p)uit d’uiie propriete singuliere, 
a laqiielleon a etc conduit par d(\s considerations nielapliysiqucs, 
et qui n’('st an fond qu’un rt\sultat reniarquabb' des equations dif- 
lV‘)’enti(‘ll('s prec('*dentes, JClle consiste en ce que rintegrale f vcls, 
coin])vise v)\[vc \vh d('ux j)()ints exlreines de la courbe dta'rile, y est 
inoifidre que sin' toute autic courbe, si le cojps est li])re, ou sur 
lout(' autre com be? assujetliea la iiieuie surface sur laquelle il doit 
se inouvoir, s'il jrest ])as enliercnicnt libre. 

Four le faiie voir, nous observerons que Pclx-\- 
ctiint suppose une differe'uiielle exacte, requation {g) donne : 
p S' p P , (Ta* -f" C? ’ 4 " ^ y 

IVquation {f) dii n". precedent devient ainsi : 

. , , (fy , ds 

O zr=z S X ,(/ , — — j- fT Y , (I, ~~~ Sz, (I . —— — p d t , S p. 

(It (It (It 

.Nonuiions diS relement dc la courbe dccrite par le mobile 3 nous 
amons 

pdl = dsy d s = V' dx'' -{-dy^ dz^‘ ; 

pa riant 

o u- S X . d . <rj , d.-^ + Sz , d — ds . S e ; (//) 

('ll diilcj e ntiant jiar rap])orl a S ^ I’expression de ds ^ on a 

- - . cT . ds = S.dx-\-^, S.dj-^- Y • ^ > dz, 

(It (It (it ^ dp 
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Les caracterisliques dciS^ etant indepciulanlcs , on pent les placer a 
volonte Tune avant Fautre; Fequatioii preccdenle pent ainsi pren- 
dre celte forme : 


d. {dx.^x-Jrdy.^y-\-dz.rz} 
d t~ 


^ 1 r ^ 7 ds 

-Sx . d. S'y . d. , S'Z . d. -- ; 

dt dt dt 


cn retrancliant du premier membre de cette equation , le second 
membre dc reqiialioii (//) ; on aura 


cT. (vds) = 


d . ( d.v . X' 4- dy . ^^y dz.^ z) 

dc 


Celle derniere equation inlegree par rapporl a la caracterislique d, 
do line 


S',Ji>ds=^ cons tan tc + 


dx.^ X dy . cT dz.ctz 
d t 


Si Foil clend Fintt''grale, a la courbe enliere diTi ite par Ic mobile , 
ct si Foil suppose les poiiiLs exlremcs de cette courbe, iuvariables, 
on aura <r./ v ds~o ; e’est-a-dire, que dc toutes les courbes sui- 
vant lesquelles Ic mobile assujetli aux forces Q , li pen I parve- 
nir d’mi point donne a un autre point donne, it dian ira eelle dans 
Jaquelle la variation de Fintegrale/e^/.9 est iiulle, ct dans laquelle, 
par consequent, celte inlegralc est un minimum. 

Si le point se meut dans unc surface courlie, sans etre sollicite pai* 
aucuiic force; sa vUessc est alors constante, et Fintegrale Jvds 
devient vj ds\ ainsi, la courbe decritc par le mobile est , dans ce 
cas , la plus courle que Fon puisse tracer sur la surface, du point 
de depart au point d’arrivee. 


Determinons la pression qu’iin point mu dans line surface, 
exerce conlrc die. Au lieu d’elimincr dc I’equation ( f) du n®. 7 
line des variations S^x, S'j, S'z, au moyen dcFequalion a la surlacc, 
on pent par le n"^. 3 ajouler a cette equation, Fequation dilferen- 
tiellc de la surface, multipliee par une indetermin^'c — a d t , v\ 
considerer ensuite les trois variations Sy ^ S'z, comme inde- 
pendantes. Soil done u~o, Fequation de la surface; on ajoutera 
a Fequation (/) le termc — a. dt, ct la pression que le point 
exerce contre la surface, sera par le n®. 5 egale a 
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Supposons d’abord que le point iie soil sollicilc par aocune force, 
sa vliease v sera constaiite : si Ton observe ensuite que v dt~ds ; 
IV’lcnient^/ t du lonips cHaiit suppose constant, relemcnt ds de la 
courbe decritc , Ic sera pareilleuient , ct requalion (f)y augmentee 
dll terme — t, donnera les trois suivantes : 



d’oii Ton tire 



.V (dd xY ( d dy Y-\- (dd zY 


inais ds t taut constant , le rayon osculatcur dc la courbe decritc 
par Ic mobile, est egal a 

ds^ 

V' ((idx)^ -Y (ddyY (ddzY 
en nomnianl done /• ee rayon , on aura 




eVst-a-dire que la pression exercee par le point conlre la sur- 
face, est egaleau quarre de sa yitcsse,divise par Je rayon osculaleur 
de la eourbe qu’il decrit. 

Si le ])oint se ineut dans unc surface splicrique , il decrira Ja cir- 
conf^rence du grand ccrelc dc la spliere, qui passe par la direction 
primitive de son niouyement ; puisqifil n’y a pas de raison pour 
qu'il s’ecarte pluldt a droile (pda gauche du plan de ee cerele ; sa 
pression conlre la surface, on, ee qui revieiil au memc, conlre la 
cii conference qiril decrit, est done t*gale au quarr6 de sa vitesse, 
divise par le rayon de cetle circonferencc. 

Concevons le point attaclie a Text remile d’un fil suppose sans 
jnasse , ct dont rautre exlreniile soil fixe au centre dc la surface ; 
il est visible que la pression exercee par cc point conlre la eircon- 
ference , est egalc a la tension qu’eprouveroit le lij , si le point n’eloit 
retenu que par lui. IfelVort que ce point feroit pour tendre Ic fil et 
pour s’eloigner dll centre de la circonferencc, est cc que Ton nomine 
force cent rift/ ainsi, la force centrifuge cat egaleau quarrii de la 
vitesse, di vise par le rayon. 


Dans 
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Dans Ic mouvement d’uii point , sur unc courbe qnclconquc , la 
force centrifuge cst (^gale an quarre de la vitesso, divisu par le 
rayon osculateur de la courbe; pnisqne Fare inJlniinont petit clc 
cette courbe sc confond avee la circonfcrencc dii ccrcle oscnla- 
teur ; on aura done la pression qiie le point excrcc con I re la 
courbe qu’il dccrit, en ajoutant an quarre do sa vllcssc, diviso 
par le rayon osculateur , la pression due aiix forces qui sollicitcnt 
ce point 

Dans le mouvement d’un point sur nno surbice, la pression due 
a la force centrifuge, est egalc au carre do la vitesse , div ise par lo 
rayon osculateur de la courbe dccrile par cc point, el mullipUc ])ar 
le sinus do rinclinaison dii plan dii ccrcle osculateur, sur le plan 
tangent a la surface :en ajoutant a cette pression, celle qui est due a 
Faction dcs forces qui sollicitcnt le point; on aura la pression tolale, 
qu’il cxerce contre la surface. 

Nous venous devoir quesile point n’est aniinc d’aucunes forces, 
sa pression contre 1 a surface, est egalc au quarre de sa vitesse, diviso 
par le rayon osculateur de la courbe decrite; le plan du ccrcle oscu- 
lateur, e’est-a-dire le plan qui passe par deux cotes consf'culifs de 
la courbe decrite par le point, cst done alors perpendiculaire a la 
surAicc. Celle courbe, relalivement a la surface de Ja terre , est celle 
que Foil a noinmtk* pcrpcndi( iilairc a la nidridienne , el nous avons 
prouv6 ( n®. 8 ) quvllc cstlapluscourle ipie Fon puisse niener dam 
point a un autre sur la surface. 

1 0. De tonics les forces que nous observons sur la terre, la plus 
remarquable cst la pesantcur; elle pen^*lre les parties les plus iiili*- 
nics dcs corps, et sans la resistance dcFair, elle les feroit loinbcr 
avec unc egalc vitesse. Lapesanleur esla fort peu-pres la nieme sur 
les plus grandes hauteurs ou nous puissions nous clever, ct dans les 
plus grandes profondeurs ou nous puissions descendre :sa direction 
est perpendiculaire a Fliorizon; mais dans les moiivemens des pro- 
jectiles, on pent supposer sans erreur sensible, qu’clle estconstante, 
et qu’elle agit suivant des droites parallcles, vule peu d’elenduc dcs 
courbes qu’ils dt^crivent, relalivement a la circonfcrencc dela terre. 
Ces corps etant mus dans un Iluide resistant , nous nommerons C , 
la resistance qu’ils en ^prouvent, et qui est dirigee suivant le cdtc 
Mccan. c ul. Tome /, D 
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(le kcourbc qu’ils decrivcnt, cote que nous d^signcrons par ds; 
nous nornmcrons, de plus, la pesaiiteur. Cela pos6 : 

Roprenons reqiialion (/) du ri®. 7 , ct supposons que le plan dcs 
X et des f soil horizontal, et que I’origine dcs z soil au point le plus 
dove j la force C produira suivant les coordonnees a:, j, z, les trois 
dx , dy ^ dz 


forces—^.—, — 

di ds ’ 


p--=^^c. 


d:C 


C, ; on aura done par Ic n®. 7. 

d\ „ dz 


Iv. 


ds ds ^ ds 

etrequation (/) dcviciit 

f , dx d v , ■) f , dy dy , I ( , dz ^ dz . 

Si ic corps est enlid’cinent librc, on aura les trois equations 


dt 


, dx dx , 

0 -d. — + C. — .d/y 0:: 

dt ds 


T T ^ dz , 

:d.-:-+C.f.d^y o=d.-r-+C.-.d^- 
dt ds ’ dt ds 


■gdt. 


Les deux premiers donnrut 


dy , dx dv , dy 

-.d.- j-aL— = 0 ; 

dt dt dt dt ^ 

d’oii Ton tire cn integrant, dx-^fdy , f etant unc constante arbi- 
trairc. Cette equation est cellc dhuic droilo horizontale; ainsi, le 
coi [)s sc meut dans uu plan vertical. Eu prenant cc plan pour cclui 
des X cl des z , on aura /=o j les deux equations 


dx dx 

r-»u/ j 

dt ds 


, dz ^ dz , _ 

-d.—’\'C,—Alt—gdti 


dt 


doiiiicront, enfaisant dx constant, 
ds.ddt ddz 


C=- 


dz.ddt dz , , 


df‘ " dt 

D’oii Ton tire gdf^—ddz ; et en differenliant 2gdt*ddt=d^ z; cn 

Cdf^ ddz 

snbstitiiant pour ddt^ sa valeur — , etpour d/* sa valeur — , 


on aura 







2.(ddzf 

Cctlc equation donne la lol de la resistance n^cessaire pour faire 
decrirc au projectile , une courbe dderminee. 

Si la la^sislancc cst proporlionnelle au quarre de la Vitesse , C cst 
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ds* 

^gal a claiit coiislaiit dans Ic cas ou la densilc cl 11 JuiJieii 

est uniforiiic. On a alors 

C ft . d.s- 

s ' ' S^^'^ " 

partant h.ds=^ ~~dch ’ donne en iiilc*graiit ^ 

ddz 

d.v^ ^ 

a etanl une constanie arbitrairc , et c etant Ic iioinbrc doiU ]e ]ogt- 
ritliine hypci boliqiie csl runile. Si Ton suppose nullc, la rcsislaiu c 
du milieu , ou h~o\ on aura en iiilegiaiit, IVciualion ala parabolc, 
2 =: a .T* + .r -f e; 


b , e etant dcs c:onslanlc's arbitraires. 

9- (*• 

L’ecpialion diUcrentiellc cldz = gclt'^ donnera dt*=^ — . Ja’ ; 

1 

d’oii Ton tire t^x. h f - Supposons que x, z ci t, com* 

S 

nicnceut ensemble , on aura e = o, /'= o , et par consequent , 
tz^x,\y^ —y z^ax''’\-bxs 

^ pr 


cc qui donne 


: = £!! + it. 

a ^ 2a 


Ccs Irois (‘quations rcnferinciil toiite la tlieorie dcs projectiles 
dans le vide; il en ivsultc que la vitesse est unirorme dans le sens 
horizontal, etcpie dans le sens vertical, ellc est la meinc que si le 
corps toinboit suivantla vertieale. 

Si le mobile part tie IVlat du repos, b sera nul , et Ton aura 

la Vitesse acquise croit done comme le temps , et Tcspace crolt 
com me le qiiarre du temps. 

II est facile, an moycn de ces formules, de comparer la force cen- 
trifuge a la pesanteur. On a vu precedeniment que p etant la vitesse 
d’un corps mu dans une circonference dont le rayon est la force 

centrifuge cst — . Soil b la hauteur dont il devroit tomber pour 

J) 2 
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acqu^rir la vltessc p; on aura , par ce qui precede, = 2gh ; d’oii 

, V 9. h , , , , 

Ton tire y ~ — . Si 7 / ™ ^ r, k force ccnlrifugo de vient egale a la 

pesanlcur aiiisi iin corps pesant altaclic a rextremit(^ d’un fil 
fixe par son antre extremile , sur un plan horizontal , tendra ce iil 
avee la iiienic force , que s’il ctoit suspendu vcrticalement, pourvu 
(ju’il sc nicLivc sur ce plan, avec la vitesse qu’ii acquerroit eii 
lombant d’mie hau teur egale a la nioitic dc la longueur du fil. 

1 1 , Considerons Ic niouvcrnciit d’un corps pesant , dans une 
sui face splieiiqiie. Lin noniniantrsoii rayon, el lixanl a son centre, 
rorigine des coordonnecs a;, j, 2; on aura r' — — j"" — 2’' = o; 

cellc equation corn])aree acelle-ci ^/ = o,donnc 11 = r"" — — -z’; 
cn ajoulant done a [’equation (/') du n'’. 7, lafonction 
tipliee par riudetcrniiiiec — Kdty on aura 

S'x, |r/. -f f'j. — gdt 

(•qualion dans laquellc on pourra cgaler separtnnent a zero, les 
coellicicns dt^ chaciinc des variations ^.r , S'y, S'z , ce qui donue les 
Irois equations suivantes: 

dx 

0 = d, -f 2 A.r . ; 

at 


■d/^-\- 2 KjuU; 
dz 


(^) 


o — d,—, — \-2><z.dt — gdt ' 
dt ^ J 

rfindtHcrminee a fait coniioilre la pression que Ic mobile oxcrce 

('oiitj*e la surface. Cette pression est , par le n'^. 9 y egale a 

*■1/(0 4-^-y) + y consequent egale a 

2 . Ar; or on a par le iC. 8 , 


C+ 2gZ : 


rfx’-h dy*-l- dz^ 


dt^ 


c 7 ‘tant unc constantc arhitraire : cii ajoutant cette equation, aux 
equations (^) divisecs par dty ct multipikes respectivement par 
X , fj z ; en observant ensuite que I’equation diUcrentielle de la 
surface, (liiXixi o^xdx-\-jdj-^zdz y on a 

0^xddx’\-yddy-\‘zddz^dx''\-dy^’\‘dz''^ 



PREMIERE PARTIE, LIVRE I. 29 

on Irouvera 

c^3gz 

2. xr = • 

r 

Si Ton niulliplie la prcniicre des equations (^) par — , et qu’oii 
I’ajoute a la seconde inulliplicc par x , on aura y en integrant leur 
somme , 

xdy^ydx_ 

di ’ 

c' etant une nouvelle arbitrairc. 

I-<c inouveincnt du point est ainsi ramene aux trois equations 
diffcrcnlielies du premier ordre , 

X dx dy — — zdz ^ 

X dy — y dx^ c d I ; 
dx'^y dy^y dz^ 


d l 




— rdz 


Kn elcvant cliaquc mcmbre des deux preniieres , au quarr6 , et cu 
les ajoutant , on aura 

(x^ + y ") . fc/ ar" -f dy"") = c'\lf -f z\lz^^ 
si Ton substitue , au lieu de x^ -^ry'y sa valeur r* — et au lieu do 
tfl "LiL sa valeur c-\- 2 frz ; on aura , en supposant que ](' 

clt^ ^ dt^ 

corps s’eloigne de la vcrticale , 

dt^—zz 

La foiiction sous Ic radical , pent ctre iiiise sous la forme (a z)* 
(z--b).(2gZ’\-f) y ay byfy ctaut determines par les (Equations 

r __ + , 

J — a-\-b ^ 

sg.('r * — — ah — h^) 

^ — I > 

aq-6 

On pent ainsi snbstituer aux arbitraires c et c', les nouvelles arbL 
Iraires a et , dont la premiere est la plus grande valeur de z , et 
dont la seconde est la plus petite valeur. ICn faisant ensuite , 


I y ^ ^ 

sin. d = \/ r , 

^ a — h 
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Equation (lifl’(5renliel]e precc^dente dcviendra 




y" eiairt ('gal a 


rV h) 






L’anglc S domic la coordomicc z , an moyon dc rcqiialion , 
zrzza, cos.“ 94*Z>.siii.* 9, 


( I la coorilonnee r diviscc par r, cxprimc ]e cosiniis clc Tangle que 
Jc I'ayon r fait avee la verlicale. 

Soil S' Tangle quo Ic plan vertical qni passe par le rayon r, fait 
avco Ic plan vertical qui passe par Taxe dos x • on aura 
— Z\ cos. j = i//-" — 2*. 'w • 

cc qui domic 

xdy — ydx ~ ; 

Tcquailon xdy — ydx ^c'dt^ donnera ainsi : 



en substituant pour 2 et lenrs valeurs precedcnlcs cn 9, on 
niii’a Tangle 'u cn foiiclion de 9; ainsi Ton coimoilia, jioiirnn temps 
(|U('lcoiu|uc , los deux angles S cl^, cc qui sullit pour determiner 
ja position du mobile. 

N(jmnions demi- oscillation du mobile, Ic temps qii’il cnqdoie a 
parvciiir de la plus grande , a la plus petite valeur de 2 ; soil T, ce 
temps. Pour le determiner , il liiut integrer la valeur precedente 
ihdtj dopuis 9™o jnsqu’a 9™^7r, tx elant la demi-circonferenee 
dont le rayon csl Timite ; on trouvera ainsi : 




Concevons le point siispendu a Textremite d’un Gl sans masse, 
cl lixe par son antre extremite ; si la longueur du Til est r , le mo- 
bile sera mil cxactement conmie dans Tiulerieiir d’unc surlace spliA 
liquc ; il formera avec le fil., un pcndule donl le cosiuus du plus 
. b . 

grand ccart de la verticale sera Si Ton suppose que dans cet (5tat, 
la vilesse du mobile soit nnlle j il oscillera dans un plan vertical 
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et Ton aura dans ce cas , a=r ; >*= — . La fraction — ^cst Ic 

a r 2 1 ' 

qiiarre du sinus de la moilie du plus grand angle que le lil forme 
avec la vcrticalc , la durce entiere T dc I’oscillation du peiulule 
sera done 


Si roscillalion est tres-petile , cst line Ires - petite fraction 
quo Ton pent n6gliger, et alors on a 


les oscillations fort petites sont done isochrones, ou de nicnie diiree, 
quelle qne soit leur etendue j et Ton pout facilernent , aii inoycii de 
cette duree et do la longueur correspondante du pendule , determi- 
ner les variations derintensite delapesantcur, dans les divers lieux 
de la ter re. 

Soit z la hauteur dont la pesanteur fait tomher les corps , pen- 
dant Ic temps T ^ on aura, par Ic 11°. 10, 2z=gT% et par conse- 
quent, z = on aura done ainsi , avec line grande precision, 

ail nioyen de la longueur du pendule a secondes, I’ospacc quo la 
pesanteur fait parcourir aux corps , dans la premiere scconde dc 
leur chute. Des experiences tres-exactes ayant fait voir quo ia 
longueur du pendule a secondes est la memc , quelles quo soient les 
substances que Ton fiiit osciller ; il en r^sulte que la pesanteur agit 
egalement sur tous les corps, et qu’elle tend , dans le iiiemc lieu, 
il leur imprimer dans le meme temps, la meme vitesse. 

1 2 * L’isoclironisme des oscillations du pendule, n’etant qidap- 
proche ; il est interessant de connoitre la courbe sur laqucllc im 
corps pesant doit se niouvoir , pour arriver dans le meme temps , 
an point oil son mouvement cesse , quel que soit I’arc qu’il aura 
decrit depuis lepoint le plus bas. Mais pour embrasser ce probleine 
dans toute sa gdneralite , nous supposerons , conformenient ii ce 
qui a lieu dans la nature, que le mobile se meut dans un milieu 
resistant. Soit s Fare demerit depuis le point le plus bas de la courbe,* 
z Tubscisse vertieale comptee de ce point 5 cltYH^rntni du temps , 
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cl glsL pcsanleur. La force retardalrice Ic long de Fare de la courbe 
sera i®. la pcsanleur dcconiposee suivaiit Fare ds , el qui de\ lent 

ainsi egalc a g . — y la rc^sislaiicc du milieu , qiie nous exprijiie- 


rons par 




f — ^ etant la viicsse du mobile 


/ds\ 

dtj ’ ^\dij 

clant uiie foiiclion quclconquc de cclle viicsse. La differentielle 

dc cclle viicsse sera, par le n®. 7, egale a — g .~ — 
pn aura done, cii faisant dt constant, 

(ids dz / ds\ 

(0 

Siipposons <p ( \ m , -p dr n * -7^ , et s = Z'\(s ) y cn desigiiant 

^ \ dt / dt d 

par ' i '( s ') la difl'erence de4 (^')j divisee par ds '^ et par 4 YO cello 
dc 4' ('^')^ divisee par ds '^ on aura 

dt dt * ^ 


dds 

dt ^ " dt 
et Fcqualioii ( i ) deviendra 

( Ids ' ds ' ds '^ 

o =-- h — h~,-r 

dt’* d t dt 


1/ ^ / s ds ' * / V 

-.4 C'^J + • 4 O'' ) } 


f 4YO+”-{4Y^';) °l 
I 4' CO ‘J 


+ 


dd ‘ 




(0 


, au moycii de 


on fera disparollre le tcriiie multiplic par 
Fcqualion 

Q ~ ^ ]* j 

d’oii Fon tire en integrant, 

4('A'; = log. =® j 

7/ ct (/ etant des arbitraircs. Si Fon fait commeiicer s ' avec 5 , on 

aura 1 , et si Fon fait pour plus de simplicite, A = 1 , on aura 

= c"' — 1 ; 

,c etant Ic nombre dont le logarithme hyperbolique cst F anile ; 
Fcqualion difTercntielle (/) devient alors 

dds dZ f 

o=pr + > n-p + ng . jj;.(i + s ). 

En 
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En supposaiit s' tres- petit, nous pourrons developper le der- 
nier terine de cette (Equation , dans une suite ascendaiite par rapport 
aux puissances de s' y et qui sera de cette forme , + '4' , 

i etant plus grand que I’unite ; ce qui donne 
dds . ds 

0= -r— + ^ 4-/5'+ &C. 

dt'^ dt 


Cette Equation multipliec par c * . {cos. >/+ V — i.sm.>/],et en- 
suite integrec, devieiit, y etant suppos6 ^gal a 

4 

mt _____ 

= — LJs'^dt,c~^. (cos.>/+ V — 1 . sin.>/} — &c. 


En coinparant separeinent Ics parties reelles et les parties imagi- 
naires , on aura deux equations au moyen desquellcs on pourra 

eliminer ^ ; mais il nous suffira ici de consid6rer la suivante : 
dt 


ds' ^ ( m , t ^ . 

.sin.>/+c“ .5'. I — .sin.^^ — >'*cos.>'/|= — Lfs'^dt*c*^ .sin.>/ — &c. 

les integralcs du second membre etant supposecs commencer avec /. 


Nomnions Tla valeur de / , a la fin du mouvement ou — est mil ; 
on aura , a cet instant, 


mT 

c ^ . 



— Lfs'^dt.c^ ,sm,yt — &c. 


Dans le cas de s' infiniment petit, le second membre de cette Equa- 
tion se reduit a zEro , par rapport au premier , et Ton a 

771 . 

o = y.sin. — T'.cos. 


d’enTon tire 

tang.^r=^; 

771 

et comme le temps Test , par la supposition , independant de Tare 
parcouru , cette valeur de tang. > T a lieu pour un arc quelconquc , 
ce qui donne , quel que soil s', 

o = *.3in.>/+ &c. 

J’integrale Etant prise depuis ^= 0 , jusqu’a /=T’. En supposaiit V 
MtcAN. CKL. Tome L E 
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tres-petit , cellc Equation se mluit a son premier terme , ct elle nc 

pent tire salisfaitc qu’en falsant car Ic facteiir c\mi.yt 

^tant constainmcnt posilif depuis t=o jusqu’a t~T, I’iniegrale 
prececleiitc cst nccessaircment positive clans cct inlcrvalle. 11 ne 
pent done y avoir cle lauloclironismc que clans la supposition cle 


ce ([ui donne pour I’t^cpiation de la courbe tautoclironc , 

gdz=—.(i—c ”). 

Dans le vide , cl lorsqiie la resistance est proporiionnelle a la simple 
Vitesse , n cst iiul , et ccitc cicpalion clevient gd z (Equation 

a la cycloidc. 

II cst rcinarquable que le coeflicient n cle la partie cle la resis- 
tance 5 proportionnellc au c[uaiT^ dc la vitessc , n’entre point dans 
Texpression du temps Ty ctil cst visible, pur I’analyse preccileiite, 
que cettc expression seroit la meme, si Ton ajoutoit a la loi prec^- 

dentc dc la rc^sistance , les termes j).^+ &c. 

Up (I f ^ 

Soil en general , R la force retardatrice le long de la courbe j on 
aura 


dds „ 


s cst une fonction du temps t ct de Tare total parcouru qui par 
cons(5qucnt, cst fonction dc t et de s, En clifli^rentiant cette derniere 
fonction, on aura une equation dilKrentiellc de cette forme , 



6 tant une fonction de ^ et de 5 qui doit etre nulle par la condi- 
tion du probltune , lorsquc t a une valeur dtJtermin^e, et ind(5pen- 
cbintc de I’arc total parcouru. Supposons , par cxemple, K—S, Tj 
S etant fonction de s scul, ct T elant fonction de t seal ; on aura 

dds dS ds o d T dS ds* C ^ ^ 

dt^ ds * dt^ * dt Sdj * dt* * dt ^ 


Hiais ]’<5qiiaiion “ = JP, donne ^ , et par consequent a une 
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, (is . . . 

fonclion fonction qiieuous designerons par 

on aura done 

dds _ ds* (dS 

dt^ 5. fit* * I j 

Telle est I’expression de la resistance qui convient a I’l^qiialion 

dilTerentielle ST; et il est facile de voir qu’cllc embrasse Ic 

cas de la resistance proportioimelle aux deux premieres puissances 
de la Vitesse , multipliees respectivement par tics coefllcicns cons- 
tans. D’autres equations differentielles donneroient d’autres luix de 
resistance. 




3G 


M E C A N I Q U E 6 C L E S T E, 


C li A P I T R E III. 

De Vequilibre d'un systeme cle corps. 

l3. Le cas Ic plus simple <le I’equilibre tie plusieurs corps, est 
cclui de deux points mat^ricls qui se choquent avec dcs yitesses 
^galcs et directeinent coniraires j leur inipcncUrabilite mutuclle 
aneanlit (^videiruncnl leur vitesse , et les reduit a Tetat du repos. 

ConcevoTis pr(5seiitemenl tin nombre m de points niateriels con- 
tigus, disposes en lignc droitc, el aiiimds de la vitesse dans la 
direction de cclte droitc. Concevons pareillement un nombre iv! 
de points conligus disposes sur la inenie droite , et anirnt^'S de la 
vitesse dircclement conlraire a u , en sorte que les deux sys- 
ttimes vicnnent a se clioquer. II doit exister, pour leur equilibre 
a rinslant du choc , un rapport entre w et z/', qu’il s’agit de deter- 
miner. 

Pour cola , nous observcrons que le systeme m , anime de la 
vitesse feroit equilibre a uii seul point materiel anim6 de la 
vitesse mu^ dirig^e en sens contraire; car chaque point du systeme 
d^truiroit dans ce dernier point, unc vitesse 6gale a w , et par con- 
sequent, scs m points detruiroientla vitesse entiere /72?/y on pent done 
substitiier a cc systeiiic, un seul point aninid de la vitesse mu. On 
pent semblableinent substitiier au systeme /7i',un seul pointanime de 
la vitesse niu ; or les deux systemes extant supposes se faire equi- 
libre, les deux points qui en tiennent lieu , doivent pareillement 
se faire i^'quilibre , ce qui exige que leurs vitesses soient f^gales' 
on a done poui’ la condition de Tequilibre des deux systemes, 

La masse d’un corps est le nombre de ses points mati^riels , et 
Ton nonime quantity de mouvement ^ le produit de la masse par 
la vitesse ; e’est aussi ce que Ton entend par la force d’un corps en 
mouvement. Pour I’^quilibre de deux corps ou de deux systemes 
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de points qui viennent a se clioquer en sens contraire ; les quan~ 
tites de mouvenient, oules forces opposees doivent etrc egales, et 
par consequent , les vitesses doivent cdre reciproques aux masses. 

La densite des corps depend du noinbre des points materiels 
qu’ils renferinent sous un volume donned. Pour avoir Icur densite 
absolue , il faudroit pouvoir comparer leurs masses , a celle d’uno 
substance qui n’auroit point de pores ; niais on nx*n connoit point 
de scmblablcs ; on ne peut done avoir que la density relative des 
corps, e’est-a-dire , le rapport de leur densite, a celle d’une subs- 
tance donnec. II est visil^le que la masse cst en raison du volume 
et de la densite ; en nommant done ML , la masse d’un corps , U son 
volume et D sa densite, on a generalemcnt M—DU; Equation 
dans Jaquelle on doit observer que les quantites ilf, JDeXU expri-^ 
ment des rapports a des unites de leur espece. 

Ce que nous venous dc dire, suppose que les corps sont compos(^‘3 
de points materiels seiiiblablcs, et qu’ils ne dilTercnt que par la 
position respective de ces points. Mais la nature des corps <^*tant 
inconnue , cette bypotliese est au moins pr^cairc , et il cst possible 
qu’il y ait des differences essentiellcs entre leurs molecules inte- 
grantcs.Heureusement, la verite de cette liypotli^se cst indifferente 
a la m^canique, et Ton peut, sans craindre aucune erreur, en 
fairc usage , pourvu que par points materiels semhlables , on en- 
tende des points qui se choquant avec des vitesses ^gales et con- 
traires , se font mutuellement equilibre, quelle que soil leur nature, 
l4. I3eux points materiels dont les masses sont m et m\ ne 
peuvent agir Tun sur I’autre, que suivant la droite qui les joint. A la 
verite, si les deux points sont lies par un fil qui passe sur unc poulie 
fixe * leur action reciproque pent n’etre point dirigtje suivant cette 
droite. Mais on peut consult rer la poulie fixe, coinme ay ant a son 
centre, une masse d’une densite infinie, qui rdagit sur les deux 
corps dont Taction Tun sur Tautre n’est plus qu’indirecte. 

Nommons p Taction que m exerce sur m! au moyen d’une droito 
inflexible et sans masse, qui est suppos(!^e unir ces deux points. 
En concevant cette droite animee de deux forces egales et contraires 
p et — p y la force — p d^truira dans Ic corps m , unc force egale 
a p, et la force p de la droite se communiquera toute enlicre au 
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corps ni . Cette perte do force dans7;^, occasioniiee par son action 
sar m', csl cc qiic Ton nomme reaction dc m' ; ainsi, dans la com-* 
municalion des mouveincns, la rdaciion cst tonjours egale et con^ 
tralre d r action, L’observation faityoirque cc priiicipc alien dans 
toutos les actions de la nature, 


Iniaginons deux corps pesans m ct w' attaches aux extremites 
d’nne droitc horizontalc, iullexible et sans masse, qiii puisse tour- 
ncr librement autour d’un de scs points. Pour concevoir Faction 
de ces corps Fun sur Fautre, lorsqu’ils sc font equiJibre ; il faut 
snpposer la droitc infininient pen roiupue a son point fixe , et for- 
nice de deux droites faisant a ce point, un angle qui iic dillcre de 
deux angles droits, que d’une quantile inliniment petite «. Soienty* 
et f les distances dc ?n et in' an point fixe : cn d(^composant la 
pcsantcur de /;?, en deux forces, Fune agissant sur le point lixe, 


Fautre dirigee vers m! ^ cette deniiere force sera 




, g 6 taut 


la pcsantcur. L’action de nif sur /n, sera pareillemcnt 




cn egalant done ces deux forces, cn vertii de Fequilibre, on aurit 
mf--^7n[f'j VC quidoiinclaloiconnuede I’equilibre dulevicr, et fait 
cn iiKunc temps , concevoir Faction reciproque des forces paralleles. 


Coiisiderons prescntcmcnt,lV'quilibre d’un sysleme de points m, 
m', m\ &c. sollicites par des forces quelconques , et r^agissans les 
uns sur les auli’cs. Soil la distance de m a m ^ f la distance 
de m a in' , f" la distance de m a in\ &:c. j soil encore p , Faction 
reciproque de //isur //Fy p celle de m sur m" $ p" ceWe dem' siir m \ See.. 
Eiifin , soient mS,^ m'S\ 7ii!'S\ &c. les forces qui sollicitent w, m'y 
ni \ &c. 5 ct .9, s\ s\ &c. les droites prises depuis Icurs origines , 
jusqivaux corps jn in\ iii\ &c. ; cela pose, Ic point m peut etre 
considerc coinme elant parfaitementlibre , et en equilibre en vertu 
de la force mS^ et des forces que lui communiquent les corps m\ 
in \ &c. : nuiis s’il etoit assujetti a se mouvoir sur nne surface ou 
sur une courbo , il faudroit ajouter a ces forces , la reaction de la 
surface ou tic la courbe. Soit done S's^ la variation de s , ct desi-r 
gnons par <r^/, la variation de/, prise en regardant ni comme fixe, 
f)(5siguoiis pareillcment par la variation de f\ prise en regar- 
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clant comme fixe, &c. Soient i?, R les raictions cle deux sur- 
faces qui, par leur intersection , forment la courbe sur laqucllc le 
point m est assujetti a se mouvoir; et S'!' Ics variations des 
directions do ccs derniercs forces. L’cqiiation {d) du n°. 3 donnera: 

+ &c. + i?,crr+iR'. tTr'd- &c. 

Pareillenient m pent edre considere coniine un point parfaitement 
fibre , en equilibre en vertu dc la force m'iS'',des actions des corps w, 
in \ &c. , et des reactions des surfaces sur lesquelles il peut etre 
nssujetli a se mouvoir, reactions que nous designerons par R ct R\ 
Soitdonc S's la variation de s' ; la variation do f prise en re- 
gardant in coinnie fixe ; S'^ f' la variation ([ef" prise en regardant m’ 
comme fixe, &c. Soient dc plus J'/', les variations des direc- 
tions de R\ K " i rcd[iu fibre dc m' donnera 
o = 

On formera de semblables equations relatives a Tequilibre dc 
in"\ &G. ; enles ajoutant ensuitc, ct observant que 

= &c, 

jy', &c. , elant les variations totales de jT, &c, ; on aura 

equation dans laqucllc les variations des coordonnecs des diflerens 
corps du systerne, sont entierement arbitraires. On doit observer 
ici, qu’au lieu de mS,S's ^ on peut,en vertu de Tequation {a) du 
n°. 2 , substituer la somme des produits dc toutes les forces par- 
tielles dont m est anime, par les variations de Iciirs directions 
respectives. II en est de memc des produits mS'.S's y m'S'.S's'y &c. 

Si les corps niy til y rri’ y &g. sont lies entr’eux, d’une maniere 
invariable; les distances &c. , sont constantes, et Ton 
a pour la condition de la liaison des parties du systerne, jy’—o, 
«ry’ = 0, S'f' — Oy &c. Les variations des coordonnees etant arbi- 
traires dans I’equation {k ) , on peut les assujettir a satisfaire a ccs 
dernieres equations , et alors les forces p , p\p \ &c. qui dependent 
de Taction rt^ciproque des corps du systerne , disparoissent de cette 
equation ; on peut menie en faire disparoitre les termes RS^Vy 
R^r'y &c., en assujettissant les variations des coordonnees, a Svatk- 
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faire aux equations ties surfaces sur lesquelies les corps sont forces 
tie se moLivoirj I’equation (l^) devient ainsi 
o = 2 . 7/2 <r5 / ( / ) 

d’ou il suit que dans le cas de requilibre, Ja sonune des variations 
des produits des forces, par Ics elcmens dc leurs directions, est 
nulle, de quelque inanicre que Ton fasse varicr la position du sys- 
lenic, pourvu que les conditions de la liaison de ses parties soient 
oh.serv(k\s. 

Cc llieoreine auquel nous sommes parvenus dans la supposition 
particulici e d’un systeme dc corps lies entr’eux d’une niani^re inva- 
riable, est gentu al, quclles que soient les conditions de la liaison 
des parties du systtuuc. Pour Ic demontrer, il suffit de faire voir 
qu’en assnjcllissaiit les variations des coordonnees, a ces conditions, 
on a dans Tequation (/'), 

or il est clair que cTr, &c. , sont mils en vertu de ces condi- 
tions ; il nc s’agit done que de prouver que Ton a o = 2.p, jy*, 
cn assujcUissant aux inenies conditions , les variations des coor-^ 
donnecs, 

Concevons le systeme aninid des seules forces p^p\ &e. , et 
supposons que les corps soient forces de se mouvoir sur des cour- 
bes qu’ils puissent d^crire en vertu des memes conditions. Alors , 
ces forces se decoinposeront en d’autres , les uncs q, q\ q \ &c. , 
dirigees suivantles droites f \f \ , ctquise detruiront mu- 

tuellement sans produire d’action sur les courbes decrites 5 les 
autres T, T\ T\ &c. perpcndiculaires aux courbes decrites; les 
autres enbn, tangentielles a ces courbes, et cn vertu desquelles le 
systcune sera mu. Mais il est ais6 de voir que ces dernieres forces 
doi vent etre nulles ; car le systeme 6tant suppos6 leur obeir libre- 
meat, ellcs ne peuvent produire ni pression sur les courbes de-r 
crites , ni reaction des corps les uns sur les autres ; elles ne peu- 
vent done pas faire cquilibre aux forces — p^ — p\ — p’^ &c.; q\ 
q'\ &c. ; T, T' ^ &c. ; il faut done qu’elles soient nulles, et 
que le systeme soit en Cquilibre en vertu des seules forces — p , 
— \ &C, \ q^q\ q% &c. ; T, T\ &c. Soient <r/ , <ri', &c. , les 

variations 
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variations cles directions des forces T, T\ &c. j on aura , en vertu 
de requation (X'), 

o = — p ), c/y'-j- S. T. J'i ; 

mais le systeme ^tant suppose en equilibre cn vertu dcs seulcs 
forces q , q\ &c., sans qu’il en resulte aucune action siir les coiirbes 
decritesjl’equation {k) donne encore o~'S.,q,S'f • partant 
0 = 2./?.//— s.r.j'j. 

Si Ton assujelit les variations des coord onnees a salisfairc aux 
courbes decrites , on a Si — o , <ri'=o , &c. j on a done alors , 

0=-S..p.S'f; 

et comrae les courbes decrites sont elles-memes arbitraires^ et ne 
sont assujeties qu’aux conditions de la liaison des parties du sys- 
t6me ; Tequation precedente a lieu , pourvu que ces conditions 
soient remplies , et alors Tequation (X) se change dans I’equa- 
tion (/). Cette liquation est la traduction analytique du principc 
siiivant , connu sous Ic nom de principe des vttesses pirtuellcs. 

<c Si Ton fait varier inliniinent peu , la position d’un systeme 
» de corps , en Fassuj^tissant aux conditions qu’il doit reniplir ; la 
» somme dcs forces qui le sollicitent , multiplide cliacune par I’cs - 
» pace que le corps auquel clle est appliqu6e , parcourt suivant 
» sa direction , doit etre ^gale a zero, dans le cas de Pequilibre du 
» systeme ». 

Non-seulemeht ce principe a lieu dans le cas de Pequilibre ; 
maisil en assure Pexistence. Supposons, en efl'et, que Pequation ( / ) 
ayant lieu , les points ttz, m\ &c., prennent les vjtcsses p , v ^ &c. , 
en vertu des forces mS^ mS\ &c. , qui leur sont appliquees. Ce 
systeme seroit en Equilibre , en vertu de ces forces ct de celles-ci 
— mv ^ — m!p\ &c. ; d^signons par , S'p'^ &c. , les variations dcs 
directions de ces nouvelles forces ; on aura , par le principc des 
vitesses virtuelles , 

o = 

mais on a, par la supposition , o = 2 • mS. ^s; on a done o = 2 . m . 
lies variations S'p , S'p'^ &c. , devan t 6tre assujeties aux condi- 
tions du systeme , on pent les supposer ^gales k pdt, pdt, &c , 
et alors on a o=: 2 ./ 7 if^*, Equation qui donne i/ = o, p~Oy &c. ; 

Mkcan. ciUi. Tome L P 
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cVst-a*dire que le systeme cst cn ^quilibre , en vertu des seules 
forces mS^ niS'y &c. 

Les coiidilions do la liaison dcs parlies d’un systeme peuvent 
toujoiirs sc l ed nil e a dcs equations entre les coordonnees dc ses 
diircrens eojps. Soientz/ = o, ii~o, &c. ces diverscs equa- 

liuiisj on pourra , par le n°. 5 , ajoutcr a Tequation (/) , la fonclioii 
&c. , oil A, a', &c. , ctant des fonclions inde- 

Icrinim^es dcs coordonnees des corps j cetle equation deviendra 
ainsi , 

o = 2./7Z4S’.«r5 + 2 .A.<rz/; 

dans ce cas , les variations de toules les coordonnees seront arbi- 
traircs , et Ton pourra ^galer leurs coclliciens a zero, ce qui don- 
nera aulant d’equations au inoyen dcsqncllcs on determinera les 
fonclions a , a', &c. Si I’on compare ensiiitc cetle (Equation a I’equa- 
tion (I'), on aura , 

2 . A, <rz/ S . 7 ) . <r/ 4 - 2 . 7? , cT r; 

d’ou it sera facile dc conclurc les actions reciproqnes des corps 
m, m\ ^c . , el les pressions — K, — 7?', &€., qu’ils exercent centre 
les sui laces auxquclles ils sont assujetis. 

1 5. Si tons les corps dii systeme sont fixcm cut attaclu^s ensem- 
ble, sa position sera determint^e jiar celle de trois de ses points qui 
no sont pas cn ligne droite ; la position de cbacun de ces points 
depend de trois coordonnees , cc qui produit ncuf indeterminees ; 
iiiuis les distances inutuclles des trois points elant donnecs ct 
invariables , on pent, a Icur moycn , reduirc ccs indeterminees a 
six aiitres qui, substilucTs dans Fcquation (/), inlroduiront six 
variations arbiti aircs ; eii 6 galant a zero lours coefficiens , on aura 
six equations qui renfermeront toules les conditions de I’eqiiilibre 
du systeme • developpons ces tVpiations. 

J^)ur cela, soiciit les coordonnees de m,* \ z\ cellcs 

do ni ; z\ cellcs de ni\ &c. , on aura 

/ == / (x'—x)‘-ir(y—jy-\-(z'—z)^ ; 

/ — V/ (x"—x‘)‘y(y'—yTy(i—zyi 
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Si Ton suppose 

J'x — — cTo;" — &c. ; 
cTy =r= tTy' = tTi/'' = &c. : 

— &c.; 

on aura ^f:=o, <ry'' = o, S'f '—o ^ &c. ; Ics conditions a salisfaire 
seroiit done remplies , ct I’on aura eii veria de I’^quation (/) , 

o = X.mS.(^^'^ ; (m) 

on aura aiiisi , trois des six equations qui renferment Ics conditions 
de Fequilibre du systeme. Lcs seconds membres de ccs ck|ualions 
sont les sommes des forces dii systeme, decomposees parallelcmcnt 
aux trois axes des x, des , ct des z ; chacunc de ccs sommes doit 
done etre nulle dans le cas de Tcquilibre. 

Les equations S^f=o, S'f'—o, &c., seront encore satis- 

faites, si Ton suppose z, z\ z \ &c. invariablcs , et si I’on Tail 
S^x—yA'rsF ; 

S^x'—y . cT tr ; — X . ; 

&c. 


(5tant une variation c|uelconquc. En subslituant ces valours 
I’i^quation (/), on aura 




dans 


II est visible que Ton pent changer dans cetle Equation, soil les 
coordonnees x\ x \ &c. , soit les coordonnees y\ &c. , en 

z\ z \ &c. , ce quidonnera deux autres Equations qui rcunics a 
Ja precedente, formeront le systeme suivant d’equations, 


^ f ) 

0 = S.TTJa. 1 r.( — I X,[ -r— ) > 

r V^J \^yJ ) 

0 = 




la fonctioii S. est, par le 5, la somme des nio- 

raens de toutes les forces paralleles a I’axe des x , pour faire tour- 
ner le systeme autour de Taxe des z. Pareillemeiit la fonction 

F 2 
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^.mS.x. est la sorame des momcns de toutes les forces paral- 

a Taxe des y , pour faire tourner le systerae autoi^r de Taxe 
des Zy uiais en sens conlraire des premieres forces; la premiere 
des equations (n) indique , par consequent, que la somme des 
mornens des forces est nulle par rapport a Taxe des z. La secondc 
(!t la Iroisieme de ces Equations indiquent semblablement que la 
somme des mornens des forces csl nulle , soil par rapport «a Taxe 
des y , soil par rapport a Taxe des x. En reunissant ces trois condi- 
lions a celles-ci , savoir que les sommes des forces paralleles a ces 
axes soient nulles par rapport a cliacun d^eux; on aura les six con- 
ditions do Tequilibre d’un sysleme de corps invariablement unis 
ensemble. 

Si I’origine des coordonndcs est fixe, et attach^e invariablement 
au systeme ; elle dc^truira les forces paralleles aux trois axes , et 
les conditions dc rcquillbre clu sysleme autour de cette origine, 
vse reduiront a ce quo les sommes des momcns des forces pour le 
fairo tourner autour des trois axes, soient nulles rclativenienl a 
chacun d’eux. 

Supposous que les corps m, m'y m'y &c., ne soient animes que par 
la pcsanleur. Son action (5tant la niemc sur tous ces corps, et les 
flirections de la pesantcur pouvant etre suppos^es les memes dans 
toute r(^ tend Lie du systeme , on aura 

les trois (Equations (n) seronl satisfaites, quelle que soit la direc- 
tion dc s , on de la pesanteur , au moyen des trois suivantes : 

o^X.mx ,* o — X,my ; o = (o) 

L’origine des coordonn^es, etant suppos^e fixe, elle d^lruira pa- 

rallelement a chacun des trois axes, les forces ^ 
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S, . 2 . /» ; S, . 2 , w ; cn coinposant ces trois forces , on 

aura une force unique egale k S.'s:, my c’est-a-dire , 6gale au poids 
du systeme. 

Cette origine des coordonndes autoiir de laquelle nous supposons 
ici le systeme en eqiiilibre , est un point du systeme , tres-remar-* 
quable , en ce qu’^tant soutenu , le systeme animd par la pesanteur 
reste en 6quilibre , quelque situation qu’on lui donnc autour 
de ce point que Ton norame centre de grante du systeme, Sa 
position est de^termindc par la condition , que si I’on fait passer par 
cc point, un plan quelconque, la somme des produits de cliaque 
corps , par sa distance a ce plan , est nullc ; car cctte distance est 
line fonction lindaire des coordonnecs ^,7, -2, du corps; en la 
multipliant done par la masse du corps , la somme de ces produits 
sera nulle en vertu des (Equations (0). 

Pour fixer la position du centre dc gravite , soient X, Yy Zy ses 
trois coordonnt^es par rapport a un point donn($ ; soient Xy y yZ 
les coordonn^es de My rapportces au meme point; x^fy z'y celles 
de m\ et ainsi de suite ; les Equations (0) donneront 
o == 


mais on a 2,7W.X=X.2, w, S./w 6tant la masse entieix du sys* 
teme ; on a done 


X = 


On aura pareillement 


2./71 


, S .my 
S.m 


S..m 


ainsi, les coordonnees X, X, X,ne determinant qu’un seul point, 
on voit que le centre de gravite d’un systeme de corps est unique, 
Les trois equations pr^cMentes donnent 


X"+Y"+Z" = 


Equation que Ton pent mettre sous cette forme : 

2.771 ^ 




2.771 
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rinlegrale finic S.tw/tz'. {(x ' — ? cxpri- 
man! la sommc cle tons les produils scmblables a celui qui est ren- 
ferm6 sous la caraclerislique 2 , et que Fon peul former , en consi- 
derantdeux a deux , tous les corps dusysteme.On aura done ainsi la 
distance du centre de gravite, a un point fixe quclconque, au moyen 
des distances des corps du systeme, a ce meme point fixe, et de 
leurs distances mutuelles. En determinant de cette maniere, la 
distance du centre de gravite, a trois points fixes quelconques , on 
aura sa position dans Fespace^ cc qui donne un nouveau moyen 
dc le determiner. 

On a dtendu la denomination de centre de grapite ^ a un point 
d’un systeme quelconque de corps pesans on non pesans, determine 
par les trois coordorinees JC , Z. 

l 6 # 11 est facile d’iippliquer les resultats prec^dens, a Fequl- 
libre d’un corps solide de figure quelconque , en Ic concevant 
forme d’une infinite dc points lies fixement entre eux. Soit done 
dm , un dc cos points, ou une molecule infinimenl petite du corps ; 
soient X , y , z , les coordonnees rectangles de cette molecule 5 soient 
encore P, Q , 7? , les forces dont elle est animee parallelemcnt aux 
axes des x^ dos /, et des z; les equations {m) ct {n) dun^ pre- 
cedent , se cluingeront dans les suivantes : 

o^fP.dm i o^fQ,dm ; o^fR*dm; 
o~f(Py — Qx),dm; o=f(Pz — Rx),dm; o~f(Ry — Qz),dm^ 

Ic signe integral /etant relalif a la molecule dm^ et devant s’etendre 
a la masse cnticre du solide. 

Si le corps ne pent que tourner autour de Forigine des coordon-^ 
ncos, les trois derniercs (Equations suflisent pour l^quilibre, 



PREMIERE PARTIE, LIVRE L 


^7 


C H A P I T R E IV. 

De Vequilibre des Jluides, 

17* Pour avoir les loix de Vcquilibre ct dii moiivemeut de 
cliacune des molecules lluidcs, il faudroit connoilrc leur figure, 
ce qui est impossible 5 mais nous n’avons bcsoin de determiner ees 
loix , que pour les fluides consideres en masse , et alors la con- 
noissance dcs figures dc leurs molecules devient inutile. Quel les 
que soient ccs figures , et les dispositions qui en resulteut dans 
les molecules integrantes ; tons les fluides pris en masse , doi vent 
oflrir les memes plienom^nes dans leur equilibre et dans leurs 
mouvemens , en sorte que Tobservalion de ces plienomenes iic 
peut rien nous apprendre sur la configuration des molecules llnidcs. 
Ces plienomenes g6n(^raux sont fondes sur la mobility parfaite de 
ces molecules qui peuvent airisi ceder au plus legcr ellbrt, Cette 
niobilite est la proprii^te caracteristique des fluides ; elle les distin- 
gue dcs corps solides, ct scrtalcs definir. II en resulte que pour 
Tequilibre d’une masse fluidc , ebaque mol6cule doit etre cn eqiii- 
libre en vertu des forces qui la sollicitent , ct des pressions qu’elle 
dprouve de la part dcs molecules environnantes. Developpoiis les 
equations qui rdsultcnt de cette propriete. 

Pour cela, considerons un systeme de molecules fluides for- 
mant un parallel ip ipede rectangle infiniment petit Soient 
les trois coordoiin^es rectangles de Tangle de ce parallelipipi?de , 
Ic plus voisin de Torigine des coordonnees. Soient dx ^ dy ^ dz , 
les trois dimensions de ce parallelipipede; nommons p , la moyenne 
de toutes les pressions qu’eprouvent les difierens points de la face 
dy.dz du parallelipipede , la plus voisine de Torigine des coor- 
donnecs , ct p* la memo quantile relative a la face opposee. liC 
parallelipipede , en vertu de la pression qu’il 6prouve , sera solli- 
citt^ parallelement a Taxe des Xj par une force ^gale a ( p—p ') . dy* dz. 
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/)'— J3 est la difference de p prise en nc faisant varier que x ; car 
qnoique la pression p' agisse en sens contraire de p , cependant la 
pression qu’eprouve un point du Iluide, etantla meme dans tons 
les sens , p — p pent etre consid^r6 commc la difference de deux 
forces infiniraent voisines et agissantes dans le niemc sens ^ on a 

done p' — ( P — P) •dx.dy.dz, 

Soient P, Q, P, les trois forces acc616ratrices quianiment d^ail- 
leurs les molecules fluides, parall^lement aiix axes des ar, des^, 
et des z; si Ton nomrae p la density du parall61ipipede, sa masse 
sera f^,dx dy dz^ et le produit de la force P par cette masse, 
sera la force entiere qui en r^sulte pour la mouvoir ; cette masse 
sera , par consequent , sollicitee parallelement a Taxe des ar, par la 

force |pP — ^.dx*dy.dz, EHe sera pareillement sollicit6e 
parallelement aux axes desj^ et des z, par les forces |p Q — * 

dx,dy*dz , et ^p R-^^^>dx*dy*dz / on aura done, en vertu de 
Tequation {b) du n®. 3, 


ou 


cTprrrp. (P, cTard- Q. cTz} . 

Le second membre de cette equation doit etre comme le premier , 
line variation cxacte ; ce qui donne les equations suivantes aux 
differences partielles , 

/d.pP\_/ d.pQ \ /d,pP\ /d.R\ /d.pQ\_/d.cR\ 

\dy)-'\da:)^ \dz)‘~\dy)^ 

d’oii Ton tire 


Cette Equation exprime la relation qui doit exister entre les forces 
P, Qf R, pour que Tequilibre soil possible. 

Si le fluide est libre a sa surface , ou dans quelques parties de 
cette surface, la valeur de p sera nulle dans ces parties j on aura 

done 
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done — pourvuquel’on assuj6tisse les variations 
a apparteiiir a celtc surface^ ainsi, cn remplissant ces conditions , 
on aura 

o = P. -h + P* 

Soil <r« = o , I’c^quation difFerentielle de la surface, on aura 
P.^x 4- Q. Jy + R,^z~k,S'u , 

A 6tant une fonction de x , ^ > d’ou il suit, par Ic n*’. 5 , que la 

resultante des forces P, Q, P , doit ctre perpcndiculairc aux par- 
ties de la surface dans lesquellcs Ic fliiide est libre. 

Supposons que la variation P.<^a;4- 4-P. , soit exactc , 

ce qui a lieu par le n®, 2 , lorsque les forces P, Q, P sont le r^sultat 
de forces attractives. Nommons alors S'(p cette variation j on aura 
«rp = p,<r(p; p doit done etre fonction de p et de (p, et comiiie eii 
integrant cette 6quation difFerentielle , on a p en fonction de p ; on 
aura pen fonction de p. La pressionp est done la meme pourtoules 
les molecules dont la density est la meme j ainsi dp est nul relati- 
vement aux surfaces des couches de la masse fluide, dans lesquelles 
la density est constante , et Ton a par rapport a ces surfaces , 
o = P./xd- +P.<l^z. 

II suit dc la, que la resultante des forces qui animent chaque mo- 
lecule fluide , est dans Tetat d’^Squilibre , perpendiculaire a la sur- 
face de ces couches que Ton a nominees pour cola , couches de 
niveau Cette condition est toujours remplie , si le fluide CvSt homo- 
gene et incompressible , puisqu’alors les couches auxquelles celto 
resultante est perpendiculaire , sonttoutes de meme dcnsilc. 

Pour requilibre d’une masse fluide homog^ne dont la surface 
exterieure est libre , et qui recouvre un noyau solide fixe et dc 
figure quelconque, il est done n^cessaire et il suffit, que bi 
diff^rentielle P soit exactej 2°. que la rcsul- 
tante des forces a la surface exterieure ^ soit dirigee vers cette sur-* 
face , et lui soit perpendiculaire. 


Mkcan. Tome I. 
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So 


CHAPITRE V. 


Principes generaux du moupement d^un sysleme de corps. 


l 8 . ISTous ayons ramcn 6 clans le n°. 7 les loix da niourenient 
d’un point, a cclUs do rcc[uilibre, en d^composaiit son moiive- 
jiUMit inslanlanc en deux aiitres, dontl’un subsiste , et donlTautre 
est do trail par los lorces f[ui sollicitcnt ce point ; rcquilibrc entre 
CCS forces cl Ic jnouvement perdu par le corps , nous a donne les 
(5(piation.s diircrcnticlles dc son inouvemcnt. Nous allons faire usage 
dc la mcme melliodc , pour determiner le mouvement d’un systeme 
de corps w, 7n\ iii\ &c. Soient done mV ^ niQ, mR^ les forces 
qui sollicitcnt m , parallclement aux axes de ses coordonnees rec- 
tangles or, z ; soient mP\ rnQ^ ni B! les forces qui solJicitent m! 
paraJlelcincnt aux inemcs axes , ct ainsi dc suite ; et nomnions le 

temps. Les forces par tidies corps a un 

instant quelconque , deviendront dans Finstant suivant : 

d jc d V d 

m. w.c/.— -4- mV ,dt z 

dt dt dt 

dy , dy , 'dy _ _ 

m. — — h/7z.c/.-r m Q,dt : 

dt dt dt^ 

dz dz dz n 1 

m, -z — Ym,d,~ m.d .—, — h mR.dt ; 

dt dt dt 

ct com me les seulcs forces 


m 


dx dx 

— \m.d,~r . 
dt dt ^ 


m 


-Jl + m.d.— ., 


m 


dz dz 

-- — \-m.d- — 

dt dt 


subsistent ; les forces 

dx n y y dy ^ y . dz t, y 

—m,d.—-\‘mP,dt; — m,d,-T — i-mQ.dt^ — m.d, — + mJi,dis 
dt dt ^ dt 


serontd(^lruites. Enmarquanldans ces expressions, successivement 
d’un trait, de deux traits, &c. , les letlres Qjifj 
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on aura les forces dtouites dans les corps w', m\ &c. Cela pose, 
si Ton multiplie respeclivement ces forces , par les variations 
cTjr , jy , S'z, ox\ &c. de leurs directions ; le priiicipe des vitesses 
virtuelles expos6 dans le n®. i4, donnera, eii supposant dt cons- 
tant , i’equation suivante : 

&c. 

on dliminerade cette equation , au moyen des conditions parlicu- 
lieres du systeme, autant de variations qu’il y a de ccs conditions ; 
en egalant cnsuite separ6incnt a zero , les coclliciens des variations 
restaiitcs , on aura toutes les Equations ndcessaircs pour determi- 
ner le niouvement des dilferens corps da systeme. 

ig, L’equation (P) renferme plusieurs principes gen^raux de 
niouvement y que nous allons developpcr. On assujettira 6vidcm- 
ment, les variations &c., a toutes les conditions 

de la liaison des parties du systeme , en les supposant 6galcs aux 
diflerences dx y dyy dzy dxy &c. Cette supposition est done per- 
mise , ct alors Tequation (P) donne en I’intdgrant, 

c etant une constante arbitraire introduite par I’integralion. 

Si les forces P, Q, P, sont Ic resultat de forces attractives , 
dirigees vers des points fixes , ct des forces attractives des corps 
les uns vers les autres , la fonction 2,/ m, ( Pdx+Qdy-\-Rclz ) est 
une integrate exacte. En effet, les parties de cette fonction, rela- 
tives aux forces attractives dirigees vers des points fixes , sont 
par le n®. 8 , des integrates exactes. Cela est egalement vrai par rap- 
port aux parties qui dependent des attractions mutuelles des corps 
du systeme j car si Ton nomme/, la distance de m a ni\ m!Fy rat- 
traction de m' sur m; la partie m,(P dx-\-Qdy-{-Rdz)y rela- 
tive a Tattraction de m! sur m , sera par Ic n®. cite , ^gale a 
— mm'.Fdfy la diff6rence df etant prise enne faisant varier que 
les coordonn^es ^ , z. Mais la reaction etant egale et contrairc a 

G u 




5a MECANIQTJE C ifi L E S T E, 
i’action, la parlic de m! ,(F'dx^\ Q'dy' +Kdz ) relative a Fattrac- 
tioii do rti sur /tz', est ^gale a — mm'Fdfy en ne faisant varier 
darisy, que les coordonn^es x\y%z; la partie de la fonctioii 
X,m(Pdx-^Qdy'\-Rdz) relative a Fattraction r^ciproque de m 
et de m!y estdonc — mm .Fdf^ lout clant suppose varier dans /! 
Cette quantite cst unc difference exacle, lorsque F cst une fonc- 
tion de /, ou lorsque Fattraction cst comme une fonction de la 
distance , ainsi que nous le supposerons toujours ; la fonction 
'^,m.(Pdx-\-Qdy-\‘Rdz) cst done une difference exacte , toules 
les fois quclcs forces qui agissent sur les corps dusysteme, sont 
le remiltat de leur attraction niutuelle, ou de forces attractives 
dirigees vers des points fixes. Soil alors dp^ cette difl'ercnce, et 
nonmions la vitessc de m , v cclle de m\ &c. ; on aura 

c -f 2 (i?) 

Cclle (Equation cst analogue a Fequation {g) du 8 ; elle est la 
traduction analytique du principe de la conservation des forces 
pipes. On noinme force pipe d’lin corps , le produit de sa masse 
par le quarre dc sa vltesse. Le principe dontil s’agit, consiste en ce 
que la soinnie des forces vives, ou la force vive lotale du systeme, 
est constante , si le systeme n’est sollicitt^ par aucunes forces j et si 
les corps sont sollicites par des forces quelconques , la somme des 
nccroissemens dc la force vive tolalc , est la mcme , quelles que 
soient les conrbes decrites par cliacun de ces corps , pourvu que 
leurs points de depart et d’arriv(5c soient les inemes. 

Cc principe n’a lieu que dans les cas ou les niouveinens des corps 
cliangent par des nuances insensibles. Si ces mouvemens eprou- 
vent des cliangemens brusques, la force vive cst diminiu^c d’une 
quantite^ que Fon detenninera de cette maniere. L’analysc qui 
nous a conduits a Ftk|uation {P) du n^. precedent, donne alors , 
ail lieu de cette Equation, la suivaiite : 



dx /y 
dt“^ dt 




dx dy dz 1 T/v<, 1 d;r dy dz 

A.~, A,— et A.~ , etant les dmerences de — , -f , et -r- ? d un 
dr dv dt^ . dt^ dt^ dt^ 

instant a Fuutre , difl‘(6rences qui deviennent finies , lorsque les 
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mouvemens des corps regoivent des alterations finies dans un ins- 
tant. On pent supposer dans cette Equation, 

dx-\‘^.dx ; ^y^dy-]: ^.dj ; S'z^dz-\‘ i^.dz / 

parce queles valeurs de dx^ dy ^ dzy se cliangeant dans I’instant 
suivant, dans t/x-f A.c/x , dy-^r^-dy y ces valeurs de 

cTat, cfy, <rz, satisfontaux conditions de la liaison des parties du 
systeme j on aura ainsi 


0 = 2. m 


K dx dx\ dx (dy dy\ dy fdz dz\ | 

— 2.W. {P.(dx‘\‘^,dx)‘\-Q.(dy■{■^.dy)■^R.(dz-\-^.dz) }. 
Cette Equation doit cdre integree comnie unc Equation aux difre- 
rences finies reJative an temps t dont les variations sorit infininieiit 
petites, ainsi que les variations dex,yy z, x'y &c. Designons par 2^ 
les integrales finies resultantes de cette integration , pour les dis- 
tinguer des integrales finies precedentes , relatives a rensenible des 
corps du systeme. L’integrale de mP»(dx + ^*dx) est visiblement 
la nieme que JjnP.dx; on aura done 


constailte = 2.w. 


(dx^-\-dy^-^dz^) 
dt^ 


+2^.2:. 






— 2 'Z,f.m,(P,dx’\’Q,dy-\-li,dz); 
en designant done par Vy v'y v% &.c. , les vltesses de m , m\ ?n", &c. 
on aui a 


2 . /7z = constante — 


{(4;)‘+(4’j+(4:)'! 

— ^i^,f,m,(P,dx+ Q.dyd-R*dz). 


Laquanlitc renlerinec sous lesigneS , ^tant necossairement posi- 
tive, on voit que la force vive du systeme diininue par Taction 
mutuclle des corps , toutes les fois que durant Ic mouveuient , 

quelqucs-unes des variations j 

quation precedente offre de plus, un moyen fort simple d’avoir 
cette diminution. 

A chaque variation brusque du mouvement du systeme , on pent 
concevoir la vltesse de rriy d^coinposee cn deux autres, Tune p 
qiii subsistedaus Tinstantsuivant; Tautre detruite par J’action 
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1 . 1 A 1 , {/ dz^ 

des autres corps : or la vitessc de m etant , avant 

. . 

cctte dt^compositioii, ct sc cliangeant ai)re3, clans 

\/ (dx A. dx)'‘^~\- ( dy A.dy (dz -{■ A .dz)^ 

^ -- , 

il cst facilOvde voir quc Ton a 


Tequalion precddenle pent done elre niise sous cette forme : 
2 ./ 7 zv^= constante — — 2'Z,f,m.(Pdx+ Qdy + Rdz), 

20. Si dans Tequation (P) dun”. i8, on suppose 


+ ; jy' jy/ y S Z ^Z^ ; 

Sx" =zS'x+S'x," y y S'z' =:i^z + <S^z,'' y 

&c. 

rn subslituanl ccs variations , dans les expressions des variations 
^f,S f', S'f'\ &:c. , des distances muluelles des corps du systerne, 
don I on a donne Ics valours dans Ic n”. i5 ^ on voit que les va- 
riations i'x y cT/, S'z y disparoissent de ces expressions. Si le sys- 
terne est libre , e’est-a-dire , si aucunc de ses parties n’a dc liaison 
avee les corps etrangers; les conditions relatives a la liaison mu- 
tuclle des corps , ne d(^pendant quc de leurs distances mutuelles, 
les variations ^x y y^z y seronl independantes de ces conditions j 
d’oii il suit qii’cn subslituant , au lieu de S'x , , S'z, S'x^ &c. , 

leurs valours precc^dentes dans Tequation (P), on doit egalcr styare- 
nient a zero , les coedicieris des variations S'Xj S'y , S'z y ce qui 
donne les trois equations 


o z=z'2,,m 




0 = 2.772 


^ddz 

dt'^ 



Supposons que XyYyZ soient les trois coordonnees du centre 
dc gravity du systenie- on aura par le n°. i5, 


X 


partant 


0 = ' 


ddX 

Tr 




2.771 


2.771? 


r=^ 

y 

• TTlf ^ 

^ — y 


2 

.m 

2 . 771 


ddY 

2.m Q 

_ddZ 

S.mR 

1? 

2 .771 

’ °~~diF~ 

2.m 
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le centre de gravite du systeme se meut done , comnie si tons les 
corps m , m', &c. , etant reiinis a ce centre , on lui appliquoit toules 
les forces qui sollicitent le systeme. 

Si le systeme n’est soumis qu’a Faction mutiielle des corps qui 
le composent , et a leurs attractions reciproques ; on aura 

0 = ; o = S.mQ ; 0 = 2. mi? • 

car en exprimant par p , Faction reciproque de m et de m', quelle 
que soit sa nature, et designant par la distance mutuelle de 
ces deux corps \ on aura , en vertu de cette action seule , 




f 


f 




d’oii Fon tire 

o :=^ ; o = mQ + m'Q' ; o m M + m'P' , 


ct il cst clair que ces Equations ont lieu dans le cas meme ou les 
corps exereeroient les uns sur les autres, unc action linie dans 
un instant. Leiir action reciproque disparoit done des integrales 
2.mP, 2.mQ, 2.mP, qui par consequent , sont nulles , lorsque 
le systeme n’est point sollicite par des forces (^trangeres. Dans 
ce cas , on a 

___ddX __ddY 

^ d ^ ^ d ^ ^ d ^ 

et en integrant , 


X=a + bt ; r=a'+^'^ ; Z=^a'-\-b"t ; 


c , ^ , a\ b\ a\ h'\ etant des constantes arbitraires. En ^liminant 
le temps t , on aura une equation du premier ordre , soit entre 
X et y, soit entre X et Z ; d’ou il suit que le iiiouvement du 
centre de gravite , est rectiligne. De plus , sa vitesse etant egale a 

^ elle est cons- 

tante , et le mouvement est uniforme. 

Il est clair, d’apres Fanalyse precedente, que cette inalterabi- 
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lit6 du mouvement du centre de gravity d’un systeme de corps , 
quelle que soitlcur action mutuelle, subsistc dans le cas uieme ou 
quelques-uns de ces corps perdent dans uu instant, par cclte 
action, line quantity linie de mouvement. 

2 1 . Si I’on fait 

&C.,- 

y y 

— a:.<rx , , , — x' .S'x , . , ,, — ^ ^ _ 

— ^y = — J^c,; 

y y y 


la variation disparoit encore des expressions de S'f\ 

\ &c. ; en supposant done le systeme libre, les conditions rela- 
tives k la liaison des parties du systeme , n’iniluant que sur les 
variations &c. , la variation <^0; cn est independante, et 

elle est arbitraire ; ainsi, en substituant dans requalion {P) du 
n'\ 18 , au lieu de S'x' , ^x', &c., «iy, &c. , leurs valours 

prccedentes, on doit c^galer separ^ment a zero , le coefficient de S'x , 
ce qui domic 




■Qx) ; 


d’ou Ton tire , en integrant par I'apport au temps t , 
( X dy — y dx ) 


- 2 • TTl • ■■ 


dt 


■ + ^.f.m.(Pjr’---Qx).dt s 


e 6tant une constante arbitraire. 

On pent , dans cetteintegrale , clianger les coordonneesj^^y'^ &c., 
dans z , z', &c. , pourvu que Ton y substitue, au lieu des forces 
Q > Qi , paralleles a Taxe des y , les forces Ry R ', &c., pa- 
ralleles a I’axe des z , ce qui donne , 

= g . m +^,f.m.(P z — Rx).dt^ 
dt 

d 6tantune nouvcjle arbitraire. On aura de la memo manierc 

c" i^tant une troisierae arbitraire. 

Supposons que les corps du systeme ne soient soumis qu’a leur 
action mutuelle , et a une force dirigee vers Torigine des coor- 

donn^es 
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donnees. Si Ton nomnie , comme ci-dessus , p Taction reciproque 
de m et de m\ on aura , en vertu de cette action seule , 

o — m.( Py— Qx) -i- m\ ( P'y'^ Q'x) ; 

ainsi Taction mutuelle des corps disparoit de Tint^graJe fiiiio 
' 2 ,,m,(Py — Qx), Soit 6*, la force qui sollicite m vers Toriginc 
des coordonnees 3 on aura , en vertu de cette force seule , 


V x=‘4-y-‘-f 2,^ 




la force < 9 disparoit done de Texpression de Py — Qx ; ainsi , dans 
le cas oil les dilferens corps du systenie ne sont sollicites que par 
leur action et leur attraction mutuelle, et par des forces dirigdes 
vers Torigine des coordonnees , on a 


c = 2 . , 


( xdy^ydx ) 


c=z 2 , m 


(xdz — zdx) 

' Jt " 




(ydz-zdy) 


Si I’on pi'ojettc Ic corps m , sur le plan des x et des j, la difte- 

cc dv V djc 

rentielle — ■ ^ Taire que trace, durant Tinstant , le 

rayon vecteur mcne de Torigine des coordonnees , a la projection 
de m; la somme de ces aires multipli^es respectivement par les 
masses de ces corps, est done proportionnelle a Telemcnt du temps ; 
d’oii it suit que dans un temps liiii, clle est proportionnelle au 
temps. C’est en cela que consistc le principe de la conservation des 
aires. 

Le plan fixe des x et des y 6tant arbitraire, cc principe a lien 
pour un plan quelconque , et si la force S est nulle , e’est-a-dire , 
si les corps ne sont assujetis qu’a leur action et a leur attraction 
mutuelle , Torigine des coordonnees est arbitraire , et Ton peut 
placer a volonte , le point fixe. Eiifin , il est facile de voir , par ce 
qui precede, que ce principe subsiste dans le cas meme oil , par 
Taction mutuelle des corps du systernc , il survient des change- 
mens brusques dans leurs mouvemens. 

Il existe un plan par rapport auquel c' et c' sont nuls , et qu’il 
est , par cette raison , int^ressant de connoitre ; car il est visible 
que Tegalite de c' et de z6ro, doit apporter de grandes simpli- 
Mf:cAN. CKL. Tome I, H 
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flcations dans la recherche du mouveraenl d’un systeme de corps. 
Pour d( 5 termiiier ce plan , il est ndcessaire de rapporter les coor- 
tlonriees x , y , z, a trois autres axes ayant la nieme origine que 
les prccedens. Soil done d Finclinaison du plan cherche fonn6 par 
deux de ces nouveaux axes, an plan des x et des y ^ et 4 Tangle 
quo forme Taxe des x ^ avec Tintersection de ces deux plans, en 

sorU^que-^ B soit Tinclinaison du troisieme axe nouveau, sur 

le plan des x ct des y , et que — 4 soit Tangle que sa projection 

sur Ic meme plan , fait avec Taxe des x , cr 6tant la demi-circon- 
fercncc. 

Pour fixer les idees, imaginons que Torigine des coordonn^es 
soit au centre de la terre; que le plan des x et des y soit celui de 
Tecliplique , et que Taxe des z soit la ligne men^e du centre de la 
terre , au pole bort^al de T6cliptique ; concevons de plus , que le 
plan cherch6 soit celui d6 Tequaleur , ct que le troisieme axe nou- 
veau soit Taxe de rotation de la terre , dirig6 vei^s le pole boreal ; B 
sera Tobliquite de Tecliptique , et 4 sera la longitude de Taxe fixe 
des x^ reiativement a Ti^quinoxe mobile du printemps. Les deux 
premiers axes nouveaux seront dans le plan de T^quateur , et en 
nommant la distance angulaire du premier de ces axes a cet 
equinoxe , ^ represen tera la rotation de la terre , compile du m6me 

'T 

c^quinoxe , et ~ 4- <p sera la distance angulaire du second de ces axes 

au meme equinoxe. Nous nommerons axes principaux , ces trois 
nouveaux axes. Cela pos6 , 

Soient x^^y^, z,, les coordonndes demrapport6es, i°. a la ligne 
menee de Torigine des coordonn^es, a Tequinoxe du printemps 5 
les x^ positifs ^tant pris du cot^ de cet Equinoxe ; 2®. a la projection 
du troisieme axe principal, sur le plan des x et des j'; 5 ®. a Taxe 
ties z ; on aura 

x = cos. 4 sin. 4 S 
y z=zy^, cos. 4 — 4 S 

Soient coordonn^es rapport^es, 1®. a la ligne de 

Tequinoxe du printemps 5 a®, a la perpendiculaire a cette ligne , 
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dans le plan de Fequateur y 5®. au troisieme axe principal ; on aura 

; 

jr, = J,,. cos. 9 sill. & ; 
z^ = cos. 9 — sin. 9. 

Enfin, soient , z,„ , les coordonn6es de m rapport^es au 

premier , au second el au troisieme axe principal ; on aura 

== (P — X/y- sin* > 

.!Ky, = J'/,/* cos. ?> 4- a:,,,, sin. p ; 

De-Ik il est facile de conclure 

07 = { cos. 9. si n. 4 • sin. <p 4“ cos. 4 •cos. 

+X// • { cos. 9 . sin. 4 • cos. ^ — cos. 4 • sin. ^ } 4- ® 4 » 

j . { cos. 9 . cos. 4 • sin.^ — sin. 4 • cos. <p } 

• { cos. 9 . cos. 4 • cos. tp 4- sin. 4 • sin. (p ) 4- • sin. 9 . cos. 4 ,* 

z = z ,,, . cos. 9 — . sin. 9 . cos. tp — . sin. 9 . sin. <p, 

En miiltipliant ces valeurs de respectivement par les coeifi-^ 

ciens de x,,, dans ces valeurs ; on aura en les ajoutant^ 

= or . { cos, 9 . sin. 4 • sin. (p 4- cos, 4 • cos. p } 

4-jK« {cos. 9, cos. 4 •sin. p — sin. 4»cos. (p) — .^.sin. 9.sin. p. 
En multipliant pareillement les valeurs de x , y , z, respectivement 
par les coefficiens de^,,^ dans ces valeurs , et ensuite, par les coefli- 
ciens de z ^^^ ; on aura 

y^.^^ = or . { cos. 9 . sin. 4 • cos. p — cos. 4 • sin. p } 

4-j. (cos. 9.cos.4«cos. ^4- sin. 4*sin.(p} — z.sin. 9. cos. 4; 

AT. sin. 9. sin. 4* 4'>'-sin. 9. cos. 44-^«co3. 9. 


Ces di verses transformations des coordonn^es nous seront tres- 
u tiles dans la suite. En marquant d’un trait en haul , de deux 
traits , &c. , les coordonnees x , y^z^ x ,^^ , y^,^, z^,,, on aura les coor- 
donn^es correspondantes aux corps rn\ &c. 

De-la, il est facile de conclure, en substituant c, c', c", au lieu 


de 


(xdy^ydx) 


(xdz^zdx) 


(ydz—itly) 


H 2 
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dt 


2,m. 




dt 


: c. COS. 0— c' . sin. 0 . cos. 4 + c " . sin. 0 . sin. 4/ 

= c. sin. 0 . cos. (p + c'. { 8 in. 4 . sin. 9 -f cos. 0 . cos . 4 • cos. p } 
+ c\ {cos. 4 «sin.(p — cos. 0 .sm. 4 .cos.p} ; 

,m,' ^=— c.sin. 0 .sin.(p+c . (8in.4.cos.p~cos.0.cos.4*sin*ip) 

+ c\ { cos. 4‘ cos. Ip + cos. 0 . sin. 4 • sin. ip } . 

Si Ton determine 4 ct 0 de maniere que I’on ait 


sin. 0.8in.4 = 
ce qui donne 




sin. 0. cos. 4 = 


V/c»+c'Hc ^ 


cos.fi 


on aura 


z.m. 


l/c*+c'*+c"’ 


■=-\/c' + c'‘ + c‘; 


dt 


s.m. 




dt 


= 0; 


Ics valeurs de c', et de c'' sont done nulles par rapport au plan 
des ct des d^termin6 de cettc maniere. II n’existe qu’un 
seul plan qui jouisse de cette propriety j car en supposant qu’il soit 
celui des x et des on aura 

dt 
dt 






:c.sin. 0.COS.P ; 


En egalant ces deux fonctions a z6ro, on aura, sin. 0=o ; e’est- 
a~dire que le plan des et des coincide alors , avec celui 
des X ct des y. 

La valeiir de x.m . ^ etant egale a 

dt 

c‘-f- c *+ c"% quel que soit le plan des x et desj; il en r^sulte que 
la quantity c*+ c'* + c'% est la meme , quel que soit ce plan , et que 
le plan des et des y,^^ determine par ce qui precede, est celui 
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i X .dy — y .dx | 

jpelativement auquel la fonction x.m. — - — ' ^dt — ~ 

plus grande; le plan dont il s’agit, jouit done de ces propri6tea 
remarquables , savoir, i®. que la somme des aires tracees par lea 
projections des rayons vecteurs des corps, et multipliees respec- 
tivement par leurs masses , y est la plus grande possible; 2 ®. que 
la meme somme , relativement a un plan quelconquc qui lui est 
perpendiculaire , est nulle , puisque Tangle ip rcste ind^termin^. 
On pourra , au moyen de ces propriet6s , retrouver ce plan, a un 
instant quelconque , quelles quesoientles variations survenuespar 
Taction mutuelle des corps , dans leur position respective; de meme 
que Ton pent facilement retrouver dans tons les temps , la position 
du centre de gravite du systtune ; et par cette raison , il est aussi 
naturcl de rapporter a ce plan , les x et les j , que de rapporter 
au centre de gravite , Torigine des coordonnecs. 

22* Les principes de la conservation des forces vives et des 
aires ont encore lieu , en supposant a Torigine des coordonnees , 
un mouvement rectiligne et uhiforme dans Tespace. Pour le de- 
montrer, nommons X, Y , Z les coordonn^os de cette origine 
SLipposee mobile, par rapport a un point lixe, et supposons, 

X = X-\-Xt ; y •=• ; z — Z-\-z^ ; 

x'=X-\-x!i 

&c. 

9 yi 9 ^19 ^x 9 seront les coordonnees de m, m , &c., relaU- 
vement a Torigine mobile. On aura par Thypothese , 
ddX — Q y ddY ~o ^ ddZ = o ; 

mais on a par la nature du centre de gravity , lorsque le systeme 
est libre, 

o = s./w. [ddx-^-ddx,] — ; 

0 = 2.W. {ddy-\-ddy^} — 2,7w. 

0 = s.m. {d'rfz-f 


Tequation (P) du n°. .18 deviendra amsi,en y substituant ^X-\- ^x , , 
S'Y + &c., au lieu de S‘x, S'y, &c. ; 




Equation exactement de la meme forme que T( 5 quation ( P ) , si les 
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forces P, Q, R,ne dependent que des coordonnees ♦ 

&c. Ell lui appliquant done Tanalyse prdcedeiite , on en tircra 
les principes de la conservation des forces vives et des aires , par 
rapport a rorigine mobile des coordonnees. 

Si le sysleme n’eprouve point Taction de forces etrang6res , son 
centre de gravite aura uii mouvement rectiligne et uniforme 
dans Tespacc , comme on Ta v u dans le n®. 20 ; en fixant done a ce 
centre , Torigine des coordonndes r, ces principes subsis- 

teront toujours. X^Y^Z ^ 6tant alors les coordonnees du centre de 
gravite j on aura par la nature de ce point , 


o = s./n.a;, y ,• o = 2./7i,z, ,• 

ce qui donne 

(x dy — y dx ) (XdY-- YdX) (v,dy,^y,dxj 

= .2.W+S*m. ; 


(dx^^dy^^dz^) (dX^Ji^dY^-^- dZ^ ) 

dt^ dt^ 


(dx*-^dy*^dz,*) 
d? ' 


ainsi les quantit63 rt^sultantes des principes precedens , se compo- 
sent, 1 ®. des quantiles qui auroient lieu, si tons les corps du sys- 
terne etoient reunis a Icur centre commun de gravite ; 2 ®. des 
quaiititds relatives au centre de gravitd suppose immobile i et 
comme les premieres de ces quantites soiit constantes, on voit 
la raison pour laquelle les principes dont il s’agit, ont lieu par 
rapport au centre de gravity. En lixant done a ce point , Torigiiie 
des coordonnees x, y , Zy x'y &c. , des Equations (Z) du n°. lire- 
cedent , dies subsisteront toujours ; d^oii il r^sulte que le plan 
passant constaminent par ce centre, et relativement auquel la fonc- 


tion x.m. 


est un maximum , reste toujours parallelc a 


lui-mdiie , pendant le mouvement du systeme , et que la meme 
fonclion I'dative a tout autre plan qui lui est perpendiculaire , est 
nulle. 

Les principes de la conservation des aires et des forces vives, 
peuvent se r6duire a des relations entre les coordonnees des dis- 
tances mutuelles des corps du systeme. En dfet, Torigine des Xy 
des y y et des z , elant toujours suppos^e au centre de gravity ; les 
equations (Z) du n®. pr^c^dent , peuvent dre miscs sous la formp 
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\lx'--x).( dy'— dy) — (y'—y) .(dx'—dx) 
dt 

(x' — x).(dz — dz)^(z' --‘Z).(dx' -^dx) 

Jt 




= I 


1 - 


c .x.m 


, ^(y' —y).(d2; -dzj-lz' — ij.idy' — dy)] 

I J 


On pent observer que les seconds membres de ces equations mul- 
tipli^es par dt^ expriment la somme des projections dcs aires 
elementaires tracees par chaque droite qui joint deux corps du 
systeme , dont Tun est suppose se mouvoir autour de Faiitre con- 
sider6 comme immobile, chaque aire ^tant multiplicje par le pro- 
duit des deux masses que joint la droite. 

Si Ton applique aux Equations preci^dentes , I’analyse du n” 21 , 
on verra que le plan passant constamrnent par run quelconqne 
des- corps du systeme , ct relativement auquel la fonction 

dt J ' 

reste toujours paraliele a lui-meme , dans le mouvement du sys- 
teme , et que ce plan est paraliele au plan passant par le centre de 


x*mm 


'•r 


(xdy~^ydx) 

dt 


est 


gravity, et relativement auquel la fonction s.m. 

un maximum. On verra encore que les seconds membres des Equa- 
tions precedentes sont nuls relativement a tout plan passant par le 
meme corps , et perpendiculaire au plan dont il s’agit. 

L’Equation Q du n'^. 19 , pent etre inise sous la fonne 

(dx' — dx)^-\-(dy — dy)’^-\‘(dz — 
dt* 


X.mm 


'■P 


- j = const. — a 2 . m . 2 *fmm ! . Fdf^ 


Equation relative aux seules coordonnEes des distances mutuelles 
des corps , et dans laquelle le premier membre exprime la somme 
des quarrEs des vitesses relatives des corps du systeme les uns 
autour des autres , en les considErant deux a deux ^ et en suppo- 
sunt Tun des deux, immobile, chaque quarre etant multipliE par 
le produit des deux masses que Ton considere. 

0 , 3 . Reprenons I’equation (i?)dun”. ig; en la difiFErentiant 
par rapport a la caractEristique S , on aura 
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Tequation (P) du n®. 1 8 de vient ainsi , 

o=: 2 .W. ^ — x.mdt.v S^u, 

Soil rel(*ment de la courbe d^crite par m ; ds' I’clement dc la 
courbc decritc par m\ &c.; on aura 


vdt^ds ; V dt~ ds ; &c. 

ds=^^ d -r dy"" d ; &c. 

d’oul’on lirera, en suivant I’analyse du n°. 8 , 

^ , (dx.^x-\-dy.S^y^dzJz) 

, ds) ^'Z,m.d^ . 

d t 

En integrant, par rajiport a la caracterislique diff^reiitielle t/, et 
en elendant les inU^grales , aux courbes enliercs decrites par les 

corps m , fn\ &c. , on aura 

. - (dx X dy .S' y~Ydz.S^ z) 

s,<r./wea5 = constante-h2:.w. dt ^ 

les variations «iy, S'z^ &c. , etant , ainsi que la constante du 
second incmbre de ceite (Equation , relatives aux points extremes 
des courbes dc^crites par m , m\ &c, 

11 suit de la , que si ces points sont supposes invariables , on a 
o =:r s , i'.f mv ds i 


cV'st-a-dire que la fonction x.fmpds est un minimum, C’est en 
cela que consiste le principe de la moindre action, dans le moiive- 
iiient d’un systeme de corps ; principe qui , comme Ton voit , n’est 
qu’uii resultat matlidmatiquc des loix primordiales de Fequilibre 
et du niouveinent de la inatiere. On voit en meme temps , que ce 
principe combine avee celui des forces vives , donne requation (F) 
du i8 , qui renferme tout ce qui est n^cessaire a la determina- 
tion des mouvemens du systeme. Enfm, on voit par le n®, 22 , 
quo ce principe a lieu encore , quaiid Torigine des coordonn^es est 
mobile, pourvu que son mouvement soit rectiligne et uniforme, 
et que le systeme soil libre. 


CJIAPITRE 
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CHAPITRE VL 


Des loix du moumwit d*uu systeme de corps , dans toutes 
les relations mathmatiquement possibles entre la force 
et la Vitesse. 


Nous avons observe dans le n®. 5, qu’il y a unc infinite 
de manieres d’exprimer la force par la vitesse , qui n’impliqucnl 
point contradiction. Lapins simple dc toutes, cstcelle de la force 
proportionnelle a la vitesse, et nous avons vu qu’elle est la loi de la 
nature. C’est d’apres cette loi, quo nous avons expose dans lechapitre 
pr^c(5dent,les equations dificrentielles dumouvement d’un systemc 
de corps ; mais il est facile d’etendre I’analyse dont nous avons fait 
usage, a toutes les loix matheniatiquement possibles entre la vitesse 
et la force, et de pr(5senter ainsi , sousun nouveau point dc vuc , les 
principcs g^ndraux du mouvement. Pour cola , supposons que F 
ctant la force, elt^lavilesse, onaiti^=pfpJ; ipf^^etantune lone- 
lion quelconque de v : designons par ^{v) ^ la difference de ^{v) 
divisee par dp. Les denominations des if*, precedens, subsislant 
toujours , le corps m sera anime parallelement a Faxe des dc la 

force .Dans Fiastant suivant , cette force deviendra 

(Is 

dx / dx\ dx dx\ 

» W- OU </.^--.-j,parccquc 

— = Maintenaiit, P, Q, i?, etantles forces qui anirnent le corps w, 

parallMenient aux axes des coordonn^es ; le sysleme sera, par le 
n°. i8 , cn equilibre , en vertu de ces forces et des differentielles 


rises avec im signe 


fdx (pAA , (dy ^(v)\ (dz (PAA 

contraire; on aura done, aii lieu dc Fequation (P) du meme n“. 
celle-ci i 


MiiCAN. ci^L. Tome J. 
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• 1 i-rr, , dx dy dz 

qui n en differe qu en ^ ■57 j ^ > ^9 


y sont multiplies par 


la fonclion — , qui dans le cas de la force proportionnelle a la 

Vitesse , peut etrc suppos^e ^gale a I’unite. Mais cette difference 
rend tr^s- difficile, la solution dcs problemes de raecanique. Cepen- 
dant, on peul lirer de I’equation (< 9 ), des principes analogues a 
ceux de la conservation des forces* vives , des aires et du centre de 
graviie. 

Si Ton change cn dx^ cn dy ^ tTz en rfz, &c. , on aura 


.w. 




ct par consequent 

'^*fmvd\>,<p(i>) — comimie‘\' 2 ,Jm,(Fdx-\-Qdy^Rdz), 

Ell supposant Y.,m(Pdx-\‘Qdy’\'Rdz)^ une differentielle exacte 
egalc ii on aura 

s ./ m vdv. <p'(p ) = constante + a ; {T) 

equation analogue a Inequation ( J? ) du n®. ig , et qui se change cn 
die , dans Ic cas de la nature ou = 1, Le principe de la con- 
servation dcs forces vives a done lieu dans toutes les loix niathe- 
matiqucinent possibles entre la force et la vilesse, pourvu que 
I’on entende par force pipe d’un corps , le produit de sa masse 
par Ic double de I’int^grale de sa vitesse inultipli^e par la differen- 
lielle de la function de la vitesse qui exprime la force. 

Si Ton fait , dans I’equation (S ) , S'x = ^x-\-S^x'; ^y'=^yi-^y'; 
J'2'=:crz-f cTz/; S'x''=S'xi‘^xl) &C.5 on aura, en egalant separe- 
meiit a ztu’o, Ics coefficiens de S'Xy ^y, J'z, 

Ces trois Equations sont analogues a celles du n°. 20 , d’oii nous 
avoiis conclu la conservation du mouvement du centre de gra- 
vity, duns le cas de la nature, lorsque le systdne n’est assujdi a 
d’autres forces qu’a I’action et a I’atlraction rautuclle des corps du 
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systeme. Dans ce cas , s. /w P , s. m Q , s, /w 72 sont nuls , et Ton a 
dx ^(v) dy ^(v) 

cons tan le = x . w . — . ,* constante = 2 . m . ; 

dt V ^ dt i' 

dz ^ (v) 

constante =x.m»-r • — 
dt V 

dx <^(v) , , , r ^ ^ , 1 

^*'dt'~V~ a m <p ) ct cette derniere quantite est la 

force finie du corps, d^composee parallelement a I’axe des x ; la 
force d’un corps 6tant le produit de sa masse par la fonction de la 
vitesse qui exprime la force. Ainsi la somme des forces finics du 
systeme, decoraposees parallelement a un axe quelconque , est alors 
constante , quel que soit le rapport de la force a la vitesse ] et ce 
qui distingue I’etat du mouvement de Celui du repos, est que 
dans ce dernier 6tat , cetle meme somme est nulle. Ces resultats 
sont communs a toutes les loix math^matiquement possibles entre 
la force et la vitesse ; mais ce n’est que dans la loi de la nature , 
que le centre de gravite so meut d’un mouvement rectiligue ct 
uniforme. 

Supposons encore dans I’^quation {S ) , 

— -f (To;/ ; ; &c. 

y y 

^y=-y-+^j, s — - — +^y, i 

la variation S'x disparoitra des variations des distances mutuelles 
f , &c. des corps du systeme , et des forces qui dependent de 
ces quantit^s. Sile systeme est libre d’obstacles Strangers , on aura^ 
en egalant a z^ro , le coefficient de S^x , 

d’oii Ton tire en integrant, 

^ ^ • ( Py — Qx),dt 

On aura pareillement, 

c'= — Rx).dt; 

c"= X > m . ^ * ^-^+x./m.('Q.!r — Ry).dt; 
c, c\ 6tant des constantes arbitraires. 

I 2 
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Si le systeme n’est soumis qu’a I’action mutuelle de ses parties, 
on a, par le 21, 'L.m,(Py — Qx) =0 5 z—Rx)^o ; 

'z,m.(Qz — Py)r=.o\ d^ailleurs, 

moment cle la force finie dont le corps m est anime , decoifiposee 
parallelement au plan des x et des^, pour faire tourner le systeme 

aiitour de I’axe des z ^ 1’ integrate finie 

done la somme des momens de toutes les forces finies des corps 
du systeme, pour le faire tourner autour du meme axe; cetle 
somme cst par consequent constantc. Elle est nulle dans I’etat 
d’ckjuilibre ; il y a doncici la meme difference entre ces deux (^tats, 
que relalivcinent a la somme des forces paralleles a un axe quel- 
conque. Dans la loi de la nature , celte propriety indique que la 
somme des aires dccrites autour d\m point fixe, par les projections 
dc;s rayons vecteurs des corps , est toujours la meme cn temps ^gal ; 
mais celte Constance des aires decrites n’a point lieu dans d’autres 
loix, 

8i Ton different ic par raj)port a la caract(^ristique «^, la fonction 
i:../ ?n,(p(v) ,ds ; on aura 


mais on a 


, dx .S'dx4-dy . 'Uly-]-dz,S^dz l ( dv ^ ^ dy ^ ^ dz , ^ 1 

J^ds= JLL^LL 1 cl.<rx+-~.d.<ry+--,d.<f'z}: 

ds V {dt dt ^ dt y 

on aura done, en int(^*grant par parties , 

^ ^ ^ ^ , m^fv) f jc ^ dy ^ dz ^ 1 

«r,2./ jn.(p (v) .ds’=-'z. • j > 

(v)»ds. 

Les points extremes des courbes ddcrites par les corps du systeme, 
<!^tant supposes fixes, le tei'ine hors du signe /, disparoit dans 
cettc Equation ; on aura done , en vertu de T^quation {S), 

2 . Jm . (p(v)ds = 2 .fm • cTv . 9 ^ .fmdt. (PS'x + QSy + R^z) 
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raais liquation ( T) differentiae par rapport a donne 

i:,fm,S"v,<p'(v).ds == rndt,(P QS'y’^JRS^z) ; 
on a done 

o = (r.s./ m*(p (if)»ds* 

Cette equation r^pond an principe de la moindre action dans la 
loi de la nature. m.<p(p) est la force entiere du corps m; ainsi ce 
principe revient a ce que la somme des integrales des forces finics 
des corps du systeme, multipli^es respectiveinent par les ^Iduiiens 
de leurs directions , est un minimum : present^ de cette maniere , 
il convient a toutes les loix matli6matiquement possibles entre la 
force et la vitesse. Dans F^tat de F^quilibre , la somme des forces 
inultipliees par les elemens de leurs directions est nulle, en vertii 
du principe des vitesses virtuellcs; ce qui distingue done a cct 
egard, Fetat d’equilibre, de celui du mouvement , est que la meme 
fonclion diff^rentielle , qui est nulle dans Fetat d’equilibre , donne , 
etant integr6e , un minimum dans Fetat de mouvemeul. 
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CHAPITRE VI L 


Des momemens (Van corps solide de figure quelconque. 


2 5. liES Equations differentielles des mouvemens de translation 
et de rotation d’un corps solide , peuvent se d^duire facilement de 
celles que nous avons developp^es dans le Cliapitre V ; mais leur 
importance dans la tlidorie du systeme du monde, nous engage a 
Ics developper avec ^tendue. 

Iraaginons un corps solide dont toutes les parties soient sollici- 
t^es par des forces quelconques. Nommons a; , z , les coordon- 
nces orthogonalcs de son centre de gravity ; y 

les coordonnees d’une molecule quelconque dm du corps, en sorte 
qwexyfiy z' soient les coordonnees de cette molt^cule, rapportees 
au centre de gravitc^ du corps. Soient de plus P, Qy les forces 
qui sollicitent la molecule , parallelement aux axes des x y des y 
et des z. Les forces detruites a chaque instant dans la molecule dmy 
parallelement a ces axes , seront par le n°. i8 , en consid^rant F^le- 
ment c? ^ , du temps , comme constant , 

/ ddx-\- ddx\ n 7 r 

— I j,diTi“\-R»dt,drn i 

/ddz’\-ddz'\ r» 7 7 

Y ^ ^ dt*d 

II faut done que toutes les molecules anim^es de forces sembla- 
bles, se fassent mutuellement ^quilibre. On a vu dans le n®. i5, 
que pour cela, il est n^cessaire que la somme des forces pardl- 
l^les au meme axe , soit nolle j ce qui donne les trois Equations 
suivantes : 
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S. '^.dm = S.Qdm ; 


-)■ 


^/ddz4-ddz*\ , 

SA ydm:=^S.Rdnfy 

la leltre S 6tant id , un signe integral , relatif a la moldcule dm , 
et qui doit s’etendre a la masse eniiere du corps. Les variables 
z j sont les memes pour toutes les molecules ; on peut done 
les faire sortir hors du signe S ; ainsi en d^signant par m la masse 
du corps , on aura 


ddx _ ddjc 

a . -r— . am = m . -r- 
dt^ dt^ 


dt^ dt* ^ dt* dt^ 


On a de plus , par la nature du centre dc gravity , 


S.x\dm = o j 


partant 


^ r 

S.— — .c/m = o 
dt^ 


S,y .dm- 

dt^ 


S.z\dm^o 


o ddz' , 

— .am= o 
dt* 


on aura done 


ddx rt r 

= o.Pdm ^ 


m. 


dt^ 
ddy 
* dt^ 
ddz 
dt^ 


^ S.Qdm ; 
= S.Rdm, 




ces trois equations d^terminent le mouvement du centre de gravity 
du corpse dies repondent aux Equations du n®. 20, relatives au 
mouvement du centre de gravity d’un systenie de corps. 

On a vu dans le n^ i 5 , que pour Tequilibre d’un corps solide , 
la somme des forces paralleles a I’axe des x , multipliees respecti- 
vement par leurs distances a I’axe des z, moins la somme des 
forces paralleles a Taxe des multipliees par leurs distances a I’axe 
des z , est 6gale a zero 5 on aura ainsi : 


= S. {(x+x')Q~(y+y).F}.dm,- 


dl‘ 

0) 
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or on a 

iS»(x.ddy-^yddx).dm = m.(xddy — yddx) ; 

on a pareillemcnt 

S,(Qx — Py )»dni=: x»f Qdm — y.fPdm; 

cnfin on a 

S. { xddy -f xddy' — y'ddx — yddx ) . dm = ddy . 6*. x'diii’-^ddx . Sy'dm 
X ,S,ddy' ,dm — y .S^ddx\dm ,* 
ct par la nature du centre de gravitc^ , chacun des termes dii second 
membre de cette equation , est nulj V^quation (i) deviendra done, 
en verlu des equations (^), 

en integrant cette equation par rapport au temps t ^ on aura 

6*. S.f(Q x'—Py).dt.dmi 

le signe integral / se rapportant au temps t 
De-la il est facile de couclurc que si Ton fait , 

6\f ( Qx' — Py')*d t.dm N ; 

6\f ( P x' -^Pz').dt.d m = N'j 
S.f(R y^Qz').dt.dm=: N"; 
on aura les trois Equations suivantes : 

S.^=^ydm = N'h , (B) 

ces trois 6quations renferment le principe de la conservation des 
aircs ; elles suffisent pour determiner le mouvement de rotation du 
corps , autour de son centre de gravity; reunies aux Equations (^) , 
dies determinent compldement les mouvernens de translation et 
de rotation du corps. 

Si le corps est assujdi a tourner autour d’un pointfixe ; il r^sulte 

du 



PREMIERE PARTIE, LIVRE I. 73 

clu n®. i5, qae les Equations (J3) suffisent pour cet objet; mais 
alors , il faut fixer a ce point, I’origirie dcs coordonnees z. 

*2,6. Considerons parliculierement ces Equations , en supposant 
cette origine fixe a un point quelconque difl'erent ou non, dii 
centre de gravity. Rapportons la position de cliaqiie molecule, a 
trois axes perpendiculaires entre eux, fixes dans le corps, mais 
mobiles dansTespace. Soit 5 Finclinaison du plan forme par les deux 
premiers axes , sur le plan des x et des y ; soit (p Tangle forme par 
la ligne d’intersection de ces deux plans et par le premier axe; 
enfin, soit 4 I’angle que fait avec I’axe des x^ la projection du 
troisieme axe sur leplan des x et desj'. Nous nomnierons axes priii- 
cipaux , ces trois nouveaux axes , et nous designerons par x\ y" 
et z!\ les trois coordonnees de la molecule dm , rapportees , a ct s 
axes ; on aura par le numero 21 , 

0?'= x'' , { cos. 9 • sin. 4 • sin. (p 4- cos. 4 • cos. 

•\‘y • { cos. 9 . sin. 4 • cos. (p — cos* 4 • sin. (p) +z'\ sin. 9 . sin . 4 ; 
y z=z x'\{ cos. 9 . cos . 4 • sin. p — sin. 4 • cos. p } 

+y ' . { cos. 9 • cos. 4 • cos. p + sin. 4 • sin. p} +z\ sin. 9 . cos. 4 ; 
z' = z' , cos. 9 — y\ sin, 9 . cos . p — x\ sin. 9 . sin. p. 

Au moyen de ces (Equations, on pourra developper les premiers 
membres des equations (B) en fonctions de 9 , 4 et ^ , et de leurs 
diflerentielles. Mais on simplifiera considerablement le calcul , en 
observant que la position des trois axes principaux depend de 
trois arbitraires que Ton pent toujours determiner de nianiere a 
satisfaire aux trois equations 

S,x’y' .dm = o ; S.x" z". dm = o ; S.y" z'\dm^o, 

Soit alors 

S.(y"^+z''^).dm=^^ S S.(x"^+z"^).dm = B / 

S. ( x"" .dm^C ; 

et faisons pour abr^ger , 

dp — d 4- cos. 9 = p c/ ^ ; 

</4*9iD. 9. sin. <p — d&.vos, p = ^dl; 
c?4*sin. 9.COS. (p + c?9,sin. p^ rdU 
Mi:c4N. c£l. Tome L 
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Les Equations (B) ae changeront apres toutes les reductions , dans 
les trois suirantes : 

-^.^^.sin. ^.sin.^-f^r.sin. d.cos.^ — Cp.coaJ = — iV*/ 

C 0 S. 4 . {^^.cos. sin. ^ 4- cos. d. cos. (pH-C/?. sin. fl} / 

-f sin.4* (Br. ain.(p — ^q,cos,(p}=^ — N' ; >/(0 

co 3.4‘ {^r.sin.^ — ^^r.cos.ip} I 

— -sin.4 cos. 0 . sin. (p -f Br. cos.0 . cos. p + Cp . sin. 0 } = — N" j 

CCS trois equations (Jonnent , en les diifercntiant et en supposant 
4 = 0 , apres les difierentiations , ce qui revient a prendre I’axe 
des x\ itifini men t pres de la ligne d’intersection du plan des x' et 
des avec celui des x" ct des y" ^ 

(IS •cos. S. ( Br, cos. (p -f g^sin. ^)’{-3in.S,d.C Br. cos. ^ sin. ^ ) 

— cL(Cp. cos.S) — — (IN ^ 

cl\, (Br,sin.(p — ^q,cos(p) — t/0.sin.0 . (Br>cos.<p -r • siii.<p^ 
4-cos.0.c/.('j5/\cos. (^’\^Aq.sm.(p)-\‘d.{Cp.sv[\.S)~ — dN ; 
d, (B r.sin. <p — A q.cos. (p ) — r/4*cos. 0. (B r.cos.P q • sin. 

— Cpdi.sm.S^^dN". 

Si Ton fait 

Cp-=^p ; ^q'=^q* ; Br = / ; 

CCS trois equations difFerenticlles donnent les suivantes : 

dp ' + . yV' . = eZiV. cos. 9 — rfiV' . sin. 9 ; 
dq + ^--r— . r'p' ,dt = — (dN. sin. S + dN'. cos. 9^ . sin. ? 

C JD 

+ dN" .cos.(f ; 

dr + 'q’.dt= — ('eZiV. sin. 9 + <ZJV' . cos. S ) . cos. p 

A C 

— c^iV'^sim (p. 

ces equations sont tres-comraodes pour determiner le mouveinent 
de rotation d’un corps , lorsqu’il tourne a fort peu pres autour de 
Tun des axes principaux , ce qui est le cas des corps celestes. 

Les trois axes principaux auxquels nous venous de rap- 
porter les angles 0 , 4 et p , raeritent une attention particuliere ; 
nous allons determiner leur position 4^tns un solide quelconque. 
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Les valeurs de x\y\ z' du n®. precMent, donnent , par le n®. 21 , 
les suivantes : 

^'' = ^'.(^cos.d.sin. 4*sin.^4-cos.Nt.cos. f ) 

.(cos. d. cos. 4- sin. ^ — sin. 4* cos. z'.sin.d.sin.p ; 
y'^ = x'.C cos. 9 . sin. 4 • cos. p — cos. 4 • sin. 

•^y\(co3. 9. cos. 4 • cos. sin. 4* sin. — sin. fl.cos. ?; 

== a;'. sin. 0. sin. 4 sin. fl.cos. 4+-5^eos. 

D’ou Ton tire 

x" . cos. <p — y* . sin. ? == a;', cos. 4 — sin. 4 y 

. sin. ^ •\‘y" . cos. ^ = :r' . cos. 0 . sin. 4 • cos. d • cos. 4 — sin. 

Soit 


S.x'^.dm-=.a^ ; S.y''.dm==^ b* ; S.z*.dm::xic* ; 

S.xy.dm^f; S.x'z.dm=g; S.y.z.dm^h; 

on aura 


cos. (? . S. x'‘z" . d m — sin . <p . S.y'^z'* .dm^( a* — b^) . sin. 9 . sin. 4 • cos .4 
+ f* sin. S . ( cos.* 4 — sin.* 4>) + cos. 9 • ('g'. cos. 4 — /t. sin. 4) ; 
sin. P . S. x"z'*d m -f cos. p . S.y'z" . d m 

= sin. 9 . cos. ^.(a*. sin.* 4 + • cos. *4 — c* + sin. 4 • cos. 4 ) 
-f ('co 3.*9 — sin.* 9^.(^^.sin.4+^*cos.4>)* 

En egalant a z^ro , les seconds membres de ces deux ^quations^ 
on aura 

^ /i. sin. 4 ““g- cos. 4 

^^^6* (' a* — b ^) . sin, 4 • cos. 4 +/• ( cos.® 4“" 4) * 


jtang. 2 9 : 
mais on a 


g.6in.4“}“ h.cos,4 


c*— . sin.® 4 — • cos.® 4 — ^f- sin* 4 • cos. 4 ^ 

tang. 9 


tang. 2 9: 


i —tang.® 9 ' 


en Egalant ces deux valeurs de tang. 79 , et en substituant dans la 
derniere , au lieu de tang. 9, sa valeur pr^c^dente en 4; en faisant 
ensuite , pour abreger , tang. 4 = « ; on trouvera , apres toutes les 
reductions , l’i 6 quation suivante du troisi 6 me degr^; 

o = (gu+h).(hu—g)^ 

+ [( a^-^b*) •u+f.C 1 — z^*j } . { (^ Ac*— Aa* +fg) . u +g‘A*— g-c*— A/}- 
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Cette Equation ayant au moins une racine reclle , on voit qu’il est 
Ion jours possible c!e rendre nulles a-la-fois , les deux quantiles 

cos. .dm — ; 

sill. ? . 6*. x'z^ .dm-\- cos. ? • S.y'^z . dm ; 

f t par const'quent 5 la somme dc Icurs qiiarres , ( S.x'z" .dm^ 
-\-(S.y"z'' .dmy^ ce qui cxige que Ton ait separ6inent, 

S. x^z' .dm=^o ; S»y"z‘ ,dm^o. 

La valeur de u donne cclle de Tangle 4 ? et par consequent , celle 
d(3 tang. 5, cL dc Tangle 9. II reste maintenant a determiner Tangle 
ce qne Ton fera au moyen de la condition S.x'y" , din~o^ qui reste 
a j’cniplij*. Pour ccda, nous observerons que si Ton substitue dans 
6\x'^y\dm ^ au lieu de x" ^ y" leurs valeurs precedenles; cette 
Ibnclion dcviendra de celte forme , H. sin. a <p + L. cos. 2 ? , et L 
etant fonetions des angles 9 et 4 > ot des constantes gy 

cn egalant celle expression a zero, on aura 

-I 

tang.2tp = — . 

liCs Irois axes detcrmiiK^s au nioycn des valeurs precedentes 
tic 4 ^1 salisfont aux trois equations , 

S, x'y^ .dmr=zo ; S^x' y" .dm^o ; S. x'^z'^ 

L’equalion du troisieme degr6 en scmble indiquer trois systemes 
d’axes principaux semblablcs au precedent j mais on doit observer 
que u cst la tangente de Tangle fortiic par Taxe des x\ et par Tin- 
lerscclion du plan des x' et des y avec celui des x^ et des y' ; 
or il est clair que Ton peut changer les uns dans les autres , les 
trois axes des x\ desy" et des z, puisque les trois Equations prece- 
dentes seront toujours satisfaites 3 Tequation en u , doit done ega- 
lenient determiner la tangente de Tangle forme par Taxe des x' ct 
par Tintersection du plan des x et des r'? soit avec le plan des x'' et 
des y'\ soit avec le plan des x" et des z!' ^ soit enfin, avec le plan 
des y" et des z \ Ainsi, les trois racines de Tequation en sont 
r^elles , et dies appartieniient a un meme systeme d’axes. 

11 suit de-la que generalement, un solide n’a qu’un seul sys- 
teme d’axes qui jouissent dela propriete dont il s’agit. Ces axes ont 
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^te nommes axes principaux de rotation , a cause d’une propriele 
qui leur e'st particuliere ^ et doiit nous parlerons dans la suite. 

On nomme moment d'inertie d’un corps , relativement a un axe 
quelconque , la somme des produits dc chaque molecule du corps , 
par Je quarre de sa distance a cet axe. Aiiisi les quantiles C, 

sont les nioniens d’inerlie du solide que nous venous de considex’er) 
par rapport aux axes des x \ desj^'' et des z. Nomnions presente- 
ment C\ le moment d’inertie du nieme solide , par rapport a I’axe 
des z ; on trouvera, au moyeii des yaleurs de a?' et desj^' du 
precedent , 

C' = ^.sin.“ 3 .sin.*? 5 -l- 2 ?. 3 in.^ d.cos.® cos.“ 

Les quantiles sin.* 9. sin. , sin.* ^.cos.*??, ct cos.“ 9, sont Jes quarres 
des cosinus des angles que font les axes des x'\ des y" et des z' avec 
I’axe des z' ; d’oii il suit en general, que si Ton multiplie le mo- 
ment d’inerlie relatif a cliaquc axe principal de rotation, par le 
quarr^ du cosinus de Tangle qu’il fait avec un axe quelconque, 
la somme de ces trois produits sera le moment d’inertie du solide , 
relativement a ce dernier axe. 

La quantile C' est moindre que la plus grande des trois quan- 
tiles ^ ^ 7?, Cj ellc est plus grande que Ja plus petite de ces trois 
quantiles ; le plus grand et le plus petit moment d’inertie appar- 
tiennent done aux axes principaux. 

Soient X, Z , les coordonnecs du centre degravite du solide, 
par rapport a I’origine des coordonnecs , que nous fixons au point 
HU tour duquel le corps est assuj^ti a tourner , s’il n’cst pas libre; 
x' — X, y — Y et z — Z serontles coordonnecs dc la molecule dm 
du corps, relativement a son centre de gravite ; le moment d’iner- 
tie , relatif aun axe parallele a I’axe des z', et passant par le centre 
de gravite , sera done 

<9. { fa;'— X;* -f O'— Yy].dm; 

or on a, par la nature du centre de gravity, S.x' dm^mX ; 
S.ydm-=zmY y le moment precedent se red uit done a 
— m . f X * -f r *; + o'* + j'*; . dm. 

On aura ainsi les momens d’inertie du solide , relativement aux 
axes qui passent par un point quelconque j lorsque ces momens 
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seront connus par rapport aux axes qui passent par le centre do 
graTitd. On voit en meme temps , que le plus petit de tous les 
ni omens d’inertie, a lieu par rapport a Tun des trois axes princi- 
paux qui passent par ce centre. 

Supposons que par la natux'e du corps , les deux momens d’iner- 
tic A et B soicnt egaux , on aura 

A. sin.* 5 -f C. cos.* 0 ; 

en fuisant done & egal a I’anglc droit , ce qui rend Taxe des z per- 
pendiculairo ii cclui des z\ on aura C' == A, Les momens d’inertie 
rclatifs a lous les axes situ6s dans le plan pcrpendiculaire a I’axe 
des z", sont done alors ^gaux entre eux. Mais il est facile de s’assurer 
que Ton a dans cc cas, pour le systeme de Taxe des z" et dc deux 
axes quelconques pcrpendiculaires entre eux el a cet axe , 

S.x'y ; S*x z\dm:=^o ; S*yz!*Am — o\ 

carcndesignanl par x!' ctyies coordonnees d’une mol6cule chn, 
du corps , rapportdes aux deux axes principaux , pris dans le plan 
pcrpendiculaire a Faxc des z \ ct par rapport auxquels les momens 
d’inerlie soiit supposes egaux, nous aurons 

6^. + z"^) .dm:=^S. + z^^) . dm ; 

on simplcmcnt S. x"\dm — S.y'’^.dm ; mais en nommant e Tangle 
que Taxe des x' fait avec Taxe des x" , on a 

x’ = x '^ . cos. * sin . e ; 

y' = y'\ COS. e — x'\ sin. i y 

on a done 

S* xy\ d m = S, x'\y'\ dm* ('cos.® « — sin.® 0 

-T — x"^),dm*%m, e . cos. i = o. 

On trouvera semblablement S . x z’ *dm ~o\ S .y'z'^dm = o ; tous 
les axes pcrpendiculaires a celui des z"' sont done alors des axes 
principaux ^ et dans ce cas , le solide a unc infinite d axes sem- 
blables. 

Si Ton a a-la-fois, ^ = 5 = Cy on aura gen^ralement C'—A y 
e’est-a-dire , que tous les momens d’inertie du solide , sont egaux j 
mais alors on a generalement , 

S.xy.dm=io \ S*x'M\dmz=.o j S.yz\dm=^o i 
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quelle que soil la position du plan des x et des^/en sorte que tons 
les axes sont des axes principaux. C’est le cas de la sphere : nous 
verrons dans la suite , que cette propriety convicnt a une infinite 
d’autres solides dontnous donnerons T^quation generale. 

28. Les quantites p , 5^, r, que nous avons introduites dans les 
Equations ( C) du 26, ont cela de remarquable , qu’elles deter- 
minent la position de Taxe r6el etinstantane de rotation du corps, 
par rapport aux axes principaux. En effet , on a, relativement aux 
points situes dans I’axe de rotation, clx'=:zo\ dy~o’^ dz' — Oj 
en differentiant les valeurs de x\ y\ z' du n^*. 26 , et en faisant 
sin. 4 = 0, apres les differentiations , ce qui est permis , puisque 
Ton pent fixer a volont6 , la position de Taxe des x\ sur le plan 
des x' et des on aura 

dx=x''. { c?4 • cos. . sin. ^ — d<p . sin.^ } * { d ^ . cos. d . cos. • cos.e } 

4-^^'*^i?4«sin. d = 0 j 

dy^x'\ {rf^.cos. d.cos.^ — c? 9 .sin. 9 ,sin. ^ — c?4»cos. 

{t^|/.sin.(p— c/^.cos.Q.sin.^ — JQ.sin.d.cos.^} +zV9.cos.0 = o j 

dz^ — x" . {c? 9 .cos. Q.sin. ^4c/?.sin. d.cos. (p} 

— y\ {g? 9 .cos. 0.COS. p — c/p. sin. 9 . sin. p} — 

Si Ton multiplie la premiere de ces Equations, par — siii.p; la 
seconde,par cos. 9 . cos. p, ct la troisieme, par — sin. 9 , cos. p; on 
aura en les ajoutant , 

o :=p x " — cj z\ 

Si Foil multiplie la premiere des memes Equations , par cos. p ; la 
scconde, par cos. 9 . sin. p , et la troisieme , par — sin. 9 . sin. P ; on 
aura , en les ajoutant 5 

o^pf—rz\ 

Enfin , si Ton multiplie la stconde des memes (Equations , par sin. 9 , 
et la troisieme , par cos. 9 on aura, en les ajoutant, 
o = ^ y ' — rx'*. 

Cette derniere equation resulte 6videmment des deux pr^cedentes ; 
ainsi les trois equations dx^ o , dy-=^ o , c/ = o , se reduisent a 
ces deux Equations qui sont a une ligne droite formant avec les axes 
des x^'^ desy^ et des des angles dont les cosinus sont 
q r P 

r* ’ Vp^-bf+r^ 
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Cette droitc est done en repos , et forme Taxe r6el de rotation du 
corps. 

Pour avoir la vitesse de rotation du corps ; considerons le point 
de Taxe dcs z\ eloigne? de Forigine des coordonnees, d’une distance 
egale a Funit^. On aura ses vitesses parallelement aux axes des x\ 
des y ct des z\ en faisant = o , = o , -s'' = i , dans les expres- 

sions prec^dentes de dx\ dy\ dz\ et en les divisant par dtyCt qui 
donne pour ces vitesses partielles , 

dfsj. . ^ dfi ^ , 

— .sm.o : -r-.cos.9 ; ; 

dt ^ dt ^ dt ’ 

la \jtcsse entierc du point dont il s’agit , est done ^ , 

oil r^ En divisant cette vitesse , par la distance du point , a 

Faxe instantane de rotation , on aura la vitesse angulaire de roUi- 
tion du corps ; or cette distance est evidemment egale au sinus dc 
Fangio que I’axc reel de rotation fait avec Faxe des z \ angle dont le 

cosinus est " . — ; on aura done V pour la vi- 

V P'-i- </“*•}“ »'* ^ 

tosse angulaire de rotation, 

On voit par-la , que quel que soit le mouvpment de rotation 
d*un corps, autour d’un point fixe, ou considere cominc tel 5 ce 
jnouvement ne pent ^tre qu’un mouvement de rotation autour 
d’un axe fixe pendant im instant , inais qui peut varier cFun instant 
il Fautre. La position de cet axe , par rapport aux trois axes princi- 
paux , et la vitesse angulaire de rotation dependent des variables 
/?, q ^ r, dont la detei’mination est tres-iniportante dans ces re- 
clierclies , et qui exprimant des quantites indepen dan tes de la 
situation duplati des x et des^', sont elles-paeinps independaptes 
de cette situation, 

Cig. Dc^terminons ces variables, en fonctions dyL temps t , dans 
le cas ou le corps n’est sollicite par aucunes forces extihieures. 
Pour ccla, reprenons les equations {D) du n®. 26, entre les varia- 
bles p\ q\ r qui sont aux precMentes , dans un rapport constant. 
Les dilferentielles c/iV, dN' et dW\ sont alors nulles , et ces 

equations 
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Equations clonnent , eri les ajoutant ensemble, apres Ics avoir mill'- 
tipliees respectivement par p\ q' et r, 

o =zp dp -Yq dq r d r ; 

et en integrant , 

jP * + q * + = X'* , 

k etant une cons tan te arbilraire. 

Les equations (Z>) multipliees respectivement par BC.q 

et C.r\ et ensuitc ajoulces , donnent en integrant leur somme, 
^ B.p'^-^B C.q'^ Jr r'* = //%• 

H etant une constante arbitraire : celte Equation renferme le prin- 
cipe de la conservation des forces vives. On tirera dc ces deux 
iut^grales , 

^ ■“ C.(A—Bj ~ ’ 

’ ■“ C.(A — B) ’ 

ainsi , Ton connoitra q' et r en fonctions du temps lorsquep' sera 
determine 3 or la premiere des equations {D) doime 

AB.clp' 

(A^B).qy ^ 

partant 

dt= . ; 

— J5.M-C;./;'"} 

Equation qui n’est int^grable que dans Tun des trois cas suivans , 
B = A, B—C, 

La determination des trois quantit^s p\ q\ r renferme trois ar- 
bitraires et celle qu’introduit Tint^gration de Tequatioii 

dilferentielle prec^dente. Mais ces quantit^s ne donnent que la po- 
sition de Faxe instantane de rotation du corps , sur sa surface , ou 
relativement aux trois axes principaux , et sa vitesse angulaire de 
rotation. Pour avoir le mouvement r^el du corps , autour du point 
fixe , il faut connoitre encore la position des axes principaux dans 
Fespace 3 ce qui doit introduire trois nouvelles arbitraires rela- 
tives a la position primitive de ces axes , et ce qui exige trois nou- 
velles int^grales qui, jointes aux prdeedentes, donnent la solu- 
WbiCAN. Tome L L 
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tion complete du probleme. Les dquations ( C) du n®. 26 , ren- 
ferment trois arbitraires iV, N\ N" , inais elles ne sont pas entie- 
rement dislinctes des arbitraires 11 et L En effet , si I’on ajoute 
ensemble les quarres des premiers membres des equations (C), on a 
p" -b ~ iV*" + ^ j 

cc qni donne + 

Les constantes iV, N'\ repondent aux constantes e, c\ c" du 
n^ 21 5 et la fonction + exprime la somme des 

aires decrites pendant le temps par les projections xle cliaquc 
molecule dll corps , snr le plan relativement auquel cetle somme 
est un maximum. N' et N" sont mils relativement a ce plan ; en 
egalant done a z( 5 ro , leurs valours trouvees dans le n°. 26, on aura 
o = Br.ain. <p — ^q.cos.fp ; 

0= ^^•cosJ.siii.^4- j&r.cosJ.cos.? + Cjr).sinJ ; 
cl’oii Ton lire 

cos. 9 = — ^ ; 

sin. 9 . sin. ^ = — — ; 

sin. Q . cos. ? = — — . 

V^p'^+q^+r'^ 

An moyen de ces equations , on connoilra les valeurs de d et de (p, 
en fonctionsdu temps , relativement auplan lixequenous venons de 
considerer. II ne s’agit plus que de connoitre Tangle , que Tinter- 
section de cc plan , et de celui des deux premiers axes principaux; 
fait avec Taxe des x'; ce qui exige une nouvelle integration. 

Les valeurs de q et de r du n®. 26 donnent 

cl 4 • sin. sin. • sin. ^ + r . sin. 5 . cos. ? y 

d’ou Ton tire 
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on aura done 

Si Ton substitue au lieu de dt^ sa valcur trouv^e ci-dessus ^ on 
aura la valeur de 4 fonction de p'; les trois angles d , > et 4 
seront aiiisi d 6 termin 6 s en fonctions des variables p\ q\ r\ qui 
seront elles-memes , deterniiiiees en fonctions du temps t. On con- 
noitra done a un instant quelconquc , les valeurs de ces angles par 
rapport au plan des x' et des que nous venous de consider er, et il 
sera facile , par les forniules de la trigonometric splierique , d’cii 
conclureles valeurs des inemes angles, relatives a tout autre plan ; 
ce qui introduira deux nouvelles arbitraires qui reunies aux 
quatre prec^dentes, formeront les six arbitraires que doit renfer- 
mer la solution complete du problenie que nous venons de trailer. 
Mais on voit que la consideration du plan dont nous venons de 
parler , simplifie ce probleme. 

La position des trois axes principaux , ^tant suppos^e connue 
sur la surface du corps ; si Ton connoit a un instant quelconquc , 
la position de I’axe reel de rotation , a cette surface , et la vitesse 
angulaire de rotation ] on aura a cet instant , les valeurs de 
puisque ces valeurs divisecs par la vitesse angulaire de rotation , 
expriment les cosinus des angles que Taxe reel de rotation forme 
avec les trois axes principaux ; on aura done les valeurs de 
q\ r ; or ces dernicres valeurs sont proportionnelles aux cosi- 
nus des angles que les trois axes principaux forment avec le plan 
des X et des relativement auquel la somme des aires des pro- 
jections des molecules du corps , multipli^es respectivement par 
ces molecules , est un maximum ; on pourra done alors determiner 
a tons les instans , rifitersection de la surface du corps , par ce 
plan invariable ; et par consequent , retrouver la position de ce 
plan , par les conditions actuelles du mouvement du corps. 

Supposons que le mouvement de rotation du corps soit du a uno 
impulsion primitive qui ne passe point par son centre de gravity. 
II resulte de ce que nous avons d^montr^ dans les n®®. 20 et 22, 
que le centre de gravite prendra le meme mouvement, que si cette 
impulsion lui ^toit immediatement appliquee , et que le corps 

L 2 
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prendra autour de ce centre, le meme jnouvement de rotation, 
que si ce centre etoit immobile. La somme des aires dekriles autour 
de ce point, par Ic rayon vecteur de chaque. molecule projetec sur 
uii plan iixe , et iiiultiplite respect! vement par ces molecules, 
sera proportionncllc an moment de la force primilive projetee sur 
\l nienie plan j or ce moment cst le plus grand , relativement an 
|)lan qui passe par sa direction et par le cejitre de gravite ; ce plan 
esl done le plan invariable. Si Ton nomine /la distance de Timpul- 
sioii primitive, au centre degravitt^; et^^, la vitesse qu’elle im- 
prime a ce point; m etant la masse du corps , w/c, sera le moment 
de cctle impulsion, et en le multipliaiit par 7 if, le produit sera 
egal a Ja somme des aires decrites pendant le tcjnps niais cettc 

somme , par ce qui prtkede, cst + <7'"* + r* ; on a done 

' d- + r " ” j?i ,f v. 

Si Foil connoit a rorigine du mouvememt, la posilion des axes 
‘principaux, relativement au plan invariable , ou les angles 0 et 
on aura a cettc origine , les valeurs de^i^ c/ et r', et par consequent, 
ce]]('S deyi, ^ , ry on aura done aun instant quelconqiie, les valeurs 
lies menies quanlites. 

Cette tlieorie pent servir a expliqiier le double mouvemciit de 
rotation et de revolution des planetes, par une seule impulsion 
primitive. Supposons en eiret,qu’une planete soil une sphere ho- 
mogene d’lin rayon R et qu’elle tonrne autour du soleil avec 
une Vitesse angulaire U ^ r etant suppose exprimer sa distance au 
soleil , on aura v~rU ^ de plus, si Ton congoit que la planete se 
nieut en vertu d’une impulsion primitive dont la direction a 
passe a la distance f de son centre ; il est clair qu’elle tourncra 
sur cllc-meme , autour d’un axe perpendiciilaire au plan invaria- 
ble ; en considerant done cet axe , comme le troisieme axe prin- 
cipal , on aura, 6=0, et par consequent q'zrzoj r' — o; on aura 
done ou Cp = mf rU, Mais dans la sphere, on a 

partant, 

5* r * 

ce qui donnela distance/ de la direction de rimpulsion primitive, 
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au centre de la planete , qiii satisfait au rapport observe entre la 
vhesse angulairc p de rotation , et la vitesse angulaire U de r6\ o- 

liUion autour dusoleil. Relativcmentala terre, on a —^ 566 , 25658 ; 

la parallaxe dii soldi domic ~ = o,oooo42665, et par consequent 
f~ 7~. i? , a fort pen pres. 

Les planetes ii’etaiit point hoinogcnes ; on pent les consiclerer 
ici coniine ctant formees dc couches splieriqucs et concenlriques , 
d'inegalcs densites. Soil p la densile d’lme de ces couches doiit le 
rayon cst p etaiit fonction de K; on aura 
^ 9.m fp .R^ . dR 

“ 'T’ * Jp.R^ . cJr ’ 

771 etant la masse enliere cle la planete, etles integrales elant prises 
depuis = o , jus([u’a sa valeur a la surface ^ on aura ainsi 

p fp^R^.dR 
J lp\K^.dR' 


Si , coinmc il cst nature! de le supposer , les couches les plus voi- 

sines du centre , sont les id us denscs : la fonction — - ’ sera 
’ ^ ^ Jp .R^ .dR 

nioindre que ■ ; la valeur dc/sera done moindre que dans le cas 

dc riiomog^neit^. 

3o. Detcrminoris p resen temen ties oscillations du corps, dans 
ic cas ou il tourne a tres-peu-pres , autour du troisieme axe princi- 
pal. On pourroit les deduire des integrales auxquelles nous somines 
parvenus dans le n^. precedent ; niais il est plus simple dc les lirer 
directement des equations dilferentielles {D) du n'’. 26. Le corps 
n’elant sollicite par aucunes forces, ces equations deviennent, en 
y substituanl au lieu de p\ q\ r , leurs valours Cp , A q^Q\. Bi' ^ 


dp-\- 


(B-A) 


qr.dt—o y 


7 7 . 

aq-\ j — *rp.dt=^o ; 

A 


dr 4- 


(A-C) 

B 


pq.dt::^o. 


Le solide elant suppos6 tourner a fort pen pres, autour de sou 
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troisiemc axe principal ; <7 ct r sont de tres-pctites quantiles dont 
nous negligeronsles quarres etles produits ; ce qui donne dp~o^ 
et par consequent , p constant Si dans les deux autres equations , 
on suppose , 

^ = M.sin. ('nl + yj ; r ^M' .co%,(nt-{‘y) 


on aura 




(C-A}.(C-B) 
AD 


M' 




(C^A) 




M eiy (^tant deux constantes arbitraires. La vitessc angulaire de 
rotation sera ou simplcment en negligcant les 

qiiarr( 5 s de q ct de r ; cettc vitesse sera done a tres-peu pres cons- 
tante, Enbii, le sinus dc Tangle forme par Taxe reel de rotation, 

. 1 . • • • 1 VtT? 

et par le troisieme axe principal , sera . 


Si a Torigine du mouvement , on a = 0, et /’= o , e’est-a-dire, 
si Taxe reel de rotation coincide a cet instant, avec le troisiemc axe 
principal 3 on aurailf=o , et r seront done toujours 

nuls, et Taxe de rotation coincidera toujours avec le troisieme axe 
principal 3 d’oii il suit que si le corps commence a tourner autour 
d’un des axes principaux , il continuera de tourner uniformement 
autour du meme axe. Cette propriety remarquable des axes princi- 
paux , les a fait nommer axes principaux de rotation : elle leur 
convient exclusivement 3 car si Taxe reel de rotation est invariable 
a la surface du corps , on a c//? = o , dq=^o ^ (/r = 0 3 les valeurs 
precedentes de ces quantiles donnent ainsi , 


(B-A) 

C 


.rq 


= 0 3 


(C-B) 

A 


.777 = 0 3 


(A-C ) 
B 


.pq = 0. 


Dans le cas general oil 5 , C sont inc^gaux , deux des trois 
quantites p, qy r sont nulles en vertu de ces equations, ce qui 
suppose que Taxe r^el de rotation coincide avec Tun des axes prin- 
cipaux. 

Si deux des trois quantites C sont dgales, par exemple, 

si Ton a = By les trois equations precedentes se reduisent a 
celles~ci , rp = o , 77 ^ = o 3 et Ton pent y satisfaire , par la suppo- 
sition seule de p egal a zero. L’axe de rotation est alors dans un 
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plan perpendiculaire au troisieine axe principal ; mais on a vu 
(n°. 27 ) , que tons les axes situes dans ce plan , sont des axes priii- 
cipaux. 

Enfin, si I’on a a-la-fois ^= 5 = C, les trois equations pr6- 
cedcntes seront satisfaites, quels que soient r; iiiais alors, 

par le n®. 27 , tous les axes du corps , sont des axes prin cipaux. 

II suit de-la, que les seuls axes principaux ont la propriete d’etre 
des axes invariables de rotation; mais ils n’en jouissent pas tous 
de la nieme maniere. Le mouvement de rotation autour de cclui 
dont le moment d’inertie est cntre les momens d’inertie des deux 
autres axes , peut etre trouble d’une maniere sensible par la cause 
la plus legere 3 en sorte qu’il n’y a point de stabilit6 dans ce mou- 
vejnent. 

On nomme etat stable d’un systemc de corps , un ctat tel que Ic 
systeme , lorsqu’il en est infiniment peu derange , ne puisse s’en 
^carter qu’mfiniment peu, enfaisant des oscillations continuclles 
autour de cet etat. Concevons , cela pos6, que I’axe reel de rotation 
s’eloigneinfmiment peu du troisiemeaxe principal 3 dans ce cas , les 
constantes M et M' sont infiniment petites ; et si est une quaii- 
tite reelle , les valeurs de q et de r resteront toujours infiniment 
petites , et I’axe reel de rotation, ne fera jamais que des excursions 
du meme ordre , autour du troisieine axe principal. Mais si n etoit 
imagiiiaire , sin. ("/^^-f>^,ct cos. (nt-^-y) sc changeroient en exponen- 
ticlles 3 les expressions de ^ et de r pourroient done alors augmen- 
ter indefiniment, et cesser enfin d’etre infiniment petites; il n’y 
auroit done point de stabilite dans le mouvement de rotation 
du corps, autour du troisieme axe principal. La valeur de n est 
reelle, si C est la plus grande ou la plus petite des trois quantiles 
^ y C; car alors le produit (C — C — B) estpositif; mais 
ce produit est n^gatif , si C est entre ^ cVB ; et dans ce cas, n est 
imaginaire 3 ainsi , le mouvement de rotation est stable autour des 
deux axes principaux dont les momens d’inertie sont le plus grand 
et le plus petit 3 il ne Test pas autour de I’autre axe principal. 

Maintenant, pour determiner la position des axes principaux 
dans I’espace , nous supposerons le troisieme axe principal , a fort 
peu pres perpendiculaire au plan des x et dcs^', en sorte que d 
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soil une quantity tres-petite doiit uous n^gligerons le quarre, Noii’> 
aurons par le n*’. 26, 

— d\:=^pdt ; 

cc qui clonne en integrant , 

4 = ^ •— p t — e , 

e ctant une constante arbitraire. Si Ton fait ensuite, 
sin.d.sin.^ — ^ ,* sin.S.cos.^ = • 


Ic3 valeurs cle q et cle r clu 11®. 26, domieront, en eliininant d-^y 

ds dll 

-J^-pU = r ! = , 

et en integrant, 

A.M 

s~C,Qin,(pt + h) —.sin.C/it+y) y 

Cp 

BM' 

u=:C. cos, (pt-{-^) ^.cos. (nt-^y) ; 

tp 


C et K etant deux nouvelles arbitraires : Ic problenio est ainsi com- 
pie lenient r^solu , puisque les valeurs de 5 et de w donnent les 
angles Set ^ cn fonction du temps, ct que 4 est determine en fonction 
de p et de t. Si C est iiul, le plan des x et des^', devient le plan 
invariable auquel nous avons rapporte dans le n'’. precedent , les< 
angles 0 , p et 4 * 

3 1 • Si le solide est libre \ I’analyse des n°*. pr^cedens donnera 
son mouveinent autour de son centre de gravite : si le solide est 
forc 6 dc se mouvoir autour d’un point fixe , elle fera connoitre 
son mouvement autour de ce point II nous reste a considerer le 
mouvement d’un solide assujeti a se mouvoir autour d’un axe fixe. 

Concevons que x' soit cet axe que nous supposerons horizontal: 
dans ce cas , la derniere des equations (i? ) du n®, 26 , suffira pour 
determiner le mouvement du corps. Supposons de plus que I’axe 
des y soit horizontal , et qu’ainsi Taxe des z' soit vertical et dirig 6 
vers le centre de la terre ; supposons enfin , que le plan qui passe 
par les axes des y et des -s', passe par le centre de gravite du corps , 
et imaginons un axe passant constamment par ce centre et par 
I’origine des coordonn^es. Soit 9 Tangle que ce nouvel axe fait avep 

celui 
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celui des z' ; si Ton nomniey'^ et les coordonnees rapport^es a ce 
nouvel axe , on aura 


y.cos. 9-{-z",sinJ ; . 5 ' cos. 9 — 9; 

d’ou Ton lire , 




est le moment d’iner lie du corps rclativemcnt a 
I’axedes jp' : soil C ce moment. La derni6i’e des (Equations (J5) dii 
n°. 25, doniiera 

* dt^ dt 


Supposoiis quele corps ne soil soilicit^ que par raction dc la pesan- 
teur ; les valeurs de P et de Q du n®. 25, seront nulles , et i? sera 
constant , ce qui donne 
dN" 

— ^ = 6\ Ry' .dm = iJ.cos.S./.j'^.d'wH-P.sin.d./.z'^.efm. 

L’axe des z“ passant par le centre de gravit6 du corps , on a 
.dm=: 0 'y de plus, si Ton nomme h la distance du centre de 
gravity du corps, a Taxe de x' ; on aura S.z" .dm:==^mh, m ^tuut 
la masse enticre du corps j on aura done 

, r, . . 

= m h.R. ^in. 9 , 
dt 

et par const^quent , 

ddd — m.ft.R.sin. 0 

dt^ - . 


Consid^rons presentement , un second corps dont toutes les parties 
soient r^unies dans un seul point eloign6 de la distance /, de I’axe 
des x' ; on aura, relativement a ce corps, C^m'l* , m' ^tant sa 
masse j de plus , h sera egal a / / partant 


dda 

dV 



Ces deux corps auront done exactement le meme mouvement 
d’oscillation , si leur vitesse initiale angulaire, lorsqueleurs cen- 
tres de gravite sont dans la verticale, est la meme, et si Ton a 
C 

I = Le second corps dont nous venous de parler, est le pendule 
Mkcan. cj^l. Tome t. M 
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simple dont on a consid^re les oscillations dans le n®. ii ; on pent 
(lone toujours assignor, par cetteformule, lalongueur/, du pendule 
simple dontles oscillations sont isochrones a celles du solide que 
nous consid^rons ici , et qui forme un pendule compost. C’est ainsi 
quo I’on a determine la longueur du pendule simple qui bat les 
secondes , par dcs observations faites sur les pendules composes. 
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CHAPITRE VIII. 


Du mouvement des Jluides. 


Nous ferons dcpendre les loix du mouvement des lluules , 
de celles de leur ^quilibre ; de meme que, dans le Chapitre V, 
nous avons d^duit les loix du mouvement d’un sysleme de corps, 
de celles de I’equilibre de ce sysleme. Reprenons done I’equalion 
gen^rale de Tequilibre des fluides, donn^e dans le n°. 17, 

la caract^ristique ^ ^ ne se rapportant qu’aux coordonnccs s 
de la molecule , et n’^lant point relative au temps t, Lorsque lo 
fluide est en mouvement, les forces en vertu desquelles ses mo- 
lecules seroient en equilibre, sont , par le n^ 18, en supposant dt 
constant, 



il faut done substituer ces forces, au lieu de P, Qy Ry dans I’equa^ 
tion precedente de I’equilibre. En d^signant par la variation 
P ^ que nous supposerons exacte 5 on aura 






dclx' 

\dt 




S' z 


fddz\ . 

'VlFj 


{F) 


cette equation ^quivaut a Irois equations dislinctes j puisque les 
variations Sx^ Sy ^ Sz , etant independantes , on pent egaler sepa*- 
rement a zero , leurs coefficiens. 

Les coordonnees Xy y , z , sont fonctions des coordonnees pri~ 
mitives et du temps t ^ soient a, by c, ces coordonnees primitives. 




on aura 
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En subslituant ccs valeurs dans Tequation (jP) , on pourra egaler 
separementa les coeificieiis cle <fc; ce qui donnera trois 

equations a differences partieJles entreles trois coordonnees z 
dc la molecule , ses coordonnees primitives a , 5, c , et le temps i. 

II nous resle a remplir los conditions de la continuite du fluide. 
Pour ccla , considerons a I’origine du mouvenient , an paralieiipi-* 
pedc fluide rectangle dont les trois dimensions soient da, d^, dc, 
En dcsignant par (^) la densite primitive de cette niol<3cule; sa 
masse sera (pj.da.tld^dc. Nommons ( A) ce parallelipipede : il est 
aise dc voir qu’apres le temps ^ , il se changera dans un parallelipi- 
pedc obliquangle; car toutes les molecules situees primitivement 
sur line face qnelconque du parallelipipede (y^) ^ seront encore 
ilans un merne plan, du nioins en negligeant les infiniment petits 
du second ordre : toutes les molecules situees sur les arretes pa- 
ralleles dc se troiivcront sur de petites droitcs egales et pa- 
rullelcs entreelles. Nommons (B)j ce nouveau parallelipipede, et 
concevons que par les extremites de I’arrete formee par les mole- 
cules qui, dans le parallelipipede , composoierit I’arrete dc, 
on mene deux plans paralleles a celui dcs x et des j. En prolon- 
gean ties arretes de(^j?J, jusqu’a la rencontre de ces deux plans; on 
aura un nouveau paralldipipede ( C)y compris entre eux et cgal h 
(B) ; car il est clair qu’autant Tun des deux plans retranclie du 
parallelipipede (B)j autantFautre lui ajoute. Le parallelipipede (C) 
aura ses deux bases paralleles au plan des x et des j : sa hauteur 
comprise entre ses bases , sera evidemment egale a la difference 

de z, prise en n’y liusant varier que c; ce qui donne ^ ~^.dc, pour 
cette hauteur. 

On aura sa base , en observant qu’elle est 6gale a la section 
de (B)^ par un plan parallelc a celui des x et desj^; nommons (i) 
cette section. Par rapport aux molecules dont elle sera formee, la 
valour dc z sera la meme , et Fort aura 

Soient et S'q deux cotes contigus de la section (i) , dont le 
premier soil forme par des molecules de la face d6,dc du paral- 
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lelipipede (y^) j et dont le second soit forme par des molecules de 
sa face da.dc. Si par les extremites du c6t6 S'p , on imagine deux 
droites parall^es a I’axe des jc, et que Ton prolonge Ic cole du 
parall61ogramme (i)^ parallele a , jusqu’a la rencontre de ccs 
droites; elles inlercepteront entre dies, iin nouveau parallelo- 
gramme (^) egal a (*) ^ et dont la base sera parallele a J’axe des x, 
Le cote J'p etant forme par des molecules de la face d^.dc , relatL 
vement auxquelles la valcur de z est la meme ; il est aise dc voir 
que la hauteur du parallelogramme (^) est la difference dey^ eii 
supposant <3, et ^ constans , ce qui donne 

d’ou Ton tire 

(S 

e’est I’expression de la hauteur du parallelogramme (^),Ss. base est 
(^gale a la section de ce parallelogramme, par un plan parallele a 
Paxe des x ; cette section est form^e des molecules du paral leli- 
pipede ^ par rapport auxquelles z eiy sont constans ; sa lon- 
gueur est done (^gale a la diirerentielle de a:, prise en supposant Zy 
y Gi t constans ; ce qui donne les trois equations , 

cU = (J^).d« + (^;).dA + (;^).dc; 

Soit pour abreger , 


fdy'S^ f f \ f‘^“\ 



9‘ 

on aura 
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/ dy\ / ^ 2 , \ ( ^y\ f 

\db ) \c^c/ \c/c/ \db} 


c’csl rexprcssion de la base dii parallelogramrne la surface de cc 

,,,, , ^,d«.d^ ^ . 

parallelogramme sera done (juanUteexpnme encore 

Ja surface dii parallelogramme (^e^/ enla multipliant par ^ — 

on aura C. da. d^. depour le volume des parallelipipedes('C^ et (B). 
Soil p la density du paralJelipipede ) apres le temps t; on aura 
P <r.d a.dZ>.d<? pour sa m^sse^ en I’egalant k sa masse primitive 
(p),da,dl).dc j on aura 

pC^O); (G) 

pour r6(|ualion relative ala contiiuiite du fliude. 

53* On peut donner aux equations (F) et(G), unc autre forme 
d’uii usage plus commode dans quelques circonstances. Soient a, p 
et V, Jes vilesses d’une mol6cule Iluide , paralleleinent aux axes 
des X, des y ct des <zy on aura 

'(^)=“;- (1)='.' (rO- 

OiUereiilioiis ces Equations, en regardant a , v et v, comme fonc- 
lions des coQrdonn6es z de la molecule , et du temps /y 


nous aurons 

/ddx\ / dii\ f du\ / du\ f dii\ 

/ddy\ / dv\ / dv\ / dv\ / dv\ 

\d(“/ \dtj \dy/ \dzj 

L’cquation (F) du n“. pr^c^denl deviendra aiiisl, 
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Pour avoir I’^quation relative a la continuit6 du fluide; concevons 
que dans la valeur de du n®. i)r(^c6dent, a, c, soient ^gaux 
hx^y^z^ei qnex,y, z soient ^gaux a :r + z/ c/^, j + , z^ydt, 
ce qui revient a prendre les coordonn^es primitives a, c, inli- 
niment pres de z; on aura 

rdquation (G) devient, 

Si I’on considere f comme fonclion dc :r , r, et de /; on a 

I’equation pr^cedente se change ainsi dans la suivante : 

»=(?.) 


c’est I’equation relative a la continftite du fluide, et il esl aise de 
voir qu’elle est la dilF^^rentielle de I’equation (G) du n®. precedent, 
prise par rapport au temps t 

L’^quation (//) est susceptible d’integration , dans un cas fort 
ctendu , savoir , lorsque uS'x-^-v S'y^Y S'z est une variation exacte 
de ^ , z, p 6tant d’ailleurs une fonction quelconqiie de la pres- 
sion p. Soit alors cette variation j I’equalion (/f) donne 


rY+CJy+f^Vli 

p \dt/ l\dx J \(fy / j 


d’oii Ton tire en integrant par rapport a 




J f \dtj 




+ 


im 


II faudroit ajouter a cette int^grale, une constante arbitraire, fonc- 
tion de t ^ mais cette constante pent ^tre cens^e renfermee dans la 
fonction (p» Cette derniere fonction donne la vitesse des molecules 
fluides , parallelement aux axes des x , des j et des z ; car on a 
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IV^quation {K) relative a la continuity dii fluide , devient 

+'-{(S)+(^)+(9f)1.- 

ainsi , Ton a relalivement aux Iluide.s lioinogenes , 


/ddv\ /ddf\ /ddv\ 

On pent observer que la fonction + est line 

variation exacte dcx^y^ z a tous les instans , si elle Test a un seul 
instant Supposons , en effct , qu’a un instant quelconque , ell 6 sgit 
egale a ; dans I’instant suivaut, elle sera 

elle sera done encore , a ce nouvel instant , une variation exacte, 

./du\ / \ A / \ - . . 

\ Tt )*^^’^\'dt variation exacte au pre- 

mier instant; or ryquation ( H) donne a cet instant, 




Ic premier niembre de cette equation est par consequent, une va- 
riation exacte en at, y, z ; ainsi la fonction z 

est une variation exacte dans I’instant suivant , si elle Test dans uu 
instant ; elle est done alors une variation exacte a tons les instans. 

Juorsque les mouvemens sont tres-petits ; on peut negliger les 
quarres ct les procluits do u, p ct v ; I’^quation (If) devient alors 

ainsi, dans ce cas , u,^x + p.Ijr+^*Iz est une variation exacte , 
si conniie nous le supposons ,/? est fonction de p ; en nommant done 
encore ccltc difference, on aura 

ct si le fluide est liomogine , liquation de continuitc deviendrq 
/dd*\ /ddf\ /Jdf\ 

Ces 
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Ces deux equations ren ferment toute la th^orie des ondulations 
tres-petites des Iluides hoiiiogenes. 

34 • Considerons une masse fluide homogene dou6e d’un mou- 
ve^lent uniforme de rotation autour de Taxe des x. Soit n la 
vitesse angulaire de rotation, a une distance de I’axe que nous 
prendroris pour unit6 de distance ; on aura p=: — nz ; \z=zny } 
I’^quation (Z?)du n°. precedent, deviendra ainsi , 

e 

Equation possible , puisque ses deux membres sont des diflferences 
exactes. L’equation (A^) dumemen®, deviendra 




el il est visible que cette Equation est satisfaite, si la masse fluide 
est homogene. Les equations du mouvcmcnt des fluides sont done 
alors satisfaites , et par consequent , ce mouvement est possible. 

La force centrifuge a la distance + -s* de I’axe de rotation , 
est6gale au quarre * (y* z* ) de la vitesse, divis^ par cette dis- 
tance ; la fonction n*.(y ^z) est done le produit de la force 

centrifuge , par Telement de sa direction ; ainsi , en comparant 
r^quation prdeedente du mouvement du fluide , avec requation 
generate de T^quilibre des fluides , donnee dans le n®. 175 on voit 
que les conditions du mouvement dont il s’agit , se r^duisent a 
celles de Tequilibre d’une masse fluide , sollicit^e par les memes 
forces , et par la force centrifuge due au mouvement de rotation \ 
ce qui est visible d’ailleurs. 

8i la surface exterieure de la masse fluide est libre, on aura, 
Sp:=:Oy a cette surface , et par consequent, 


d’ou il suit que la resultante de toutes les forces qui animent chaquo 
molecule de la surface exterieure, doit 6tre perpendiculaire a cette 
surface; elle doit etre de plus, dirigee vers Tint^rieur de la masse 
fluide. Ces conditions etant remplies ; une masse fluide homogene 
sera en ^quilibrb ^ en supposant meme qu’elle recouvre un solid© 
de figure quelconque. 

Mj&can, chj. Tome L 


N 
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Le cas que nous venons d’cxaminer , est iin de ccux dans les- 
quels la variation n’estpas cxacte; car alurs 

cetto variation devicnt — ainsi dans la tlieorie 
dll flux et dll reflux de la nier , on ne pent pas supposer que la 
variation dont il s’agit, est exacte ; puisqu’elte ne Test pas dans le 
cas trcs-siraple , oil la mer n’auroit d’autre niouvement que celui de 
rotation qui lui est commun avec la terre. 

35 . Delerminons maintenant,les oscillations d’une masse fluide 
recouvrant un splu^roide done d’un mouvement de rotation nt^ 
autour de Taxe des x ; et supposons-la tres -pen derail gee de Fctat 
d’cquilibrc , par Faction de forces tres-pelites. Soit a Forigine du 
niouvement, r la distance d’une molecule fluide, au centre de 
gravilc du splieroide qu’elle recouvre, et que nous supposerons 
immobile; soit 9 Fangle que le rayon r forme avec Faxe des x , 
et 'Ts Fangle que le plan qui passe par Faxe des x et par ce rayon , 
forme avec le plan des x et des y. Supposons qu’apres le temps t, 
le rayon r sc change dans qtm Fangle 9 se change dans 

6 + , et que Fangle se change dans 

extant de tres-petites quantites dont nous ndgligerons les quarres 
ct les produits ; on aura 

x^( r+flt.9^. cos.f 5 q- cti/^ ; 
y—( r-f ct 5^,sin. (^ ^-ctu) ,COS,( nt-\-'sr-\-aLv) ; 
z~( r-Hcts^.sin.('9q-ctz/^.sin.('7z^-|-'«r-f ). 

Si Fon substilue ces valeurs, dans Fequalion {F) du n*’. 02 , on 
aura , en n^gligeant le quarrd de ct , 

-f-a r®. /w, 

+ ct «r r . 

= — ( fr-j- ct5j.sin.(^9 ^ * “h ^ 

2 p 

A la surface ext^rieure du fluide , on a <rp==o; on a de plus, dans 
Fi^tat d’equilibre , 


“0. • 


•s 
f/M\ 


/ddv\ 


\dt 


+2 77. sin J. cos. 9.^ — j 


+- 


I1.» 9 ^ 
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(^J^) ^tant la valeur de <r/^qui convient a cet 6tat. Supposons 
que le fluide dont il s^agit, soil la mer ; la variation ( ) sera le 
produit de la pesanteur niultipliee par rel6ment de sa direction. 
Nommons g la pesanteur, et tty Televation dWe molecule d’eau 
de sa surface, au-dessus de sa surface d’equilibre, surface que 
nous regarderons comme le veritable niveau de la mer. La varia- 
tion croitra par cette elevation , dans Tetat de mouvenient, 

de la quantit6 — ttg. J' y ^ parce que la pesanteur est a fort peu pres 
dirigee dans le sens des tty , et vers leur origine, En designant en- 
suite par a la partie de relative aux nouvelles forces qui 
dans Tetat de mouvenient, sollicitert la molecule, el qui depen- 
dent , soil des changemens qu’eprouvent par cet etat , les attrac- 
tions du splieroide et du fluide, soil des attractions toangeres ; on 
aura a la suiface , 

La variation { Cr~{’et9).iyin.(B + etu) }* croit de la quantile 

a7i*.«/y.r.sin.*d, en vertu de la liauteur de la molecule d’eau, 
au-dessus du niveau de la mer ; mais cette quantity pent etre ne- 
gligee relativement au terme — parce que le rapport 

— de la force centrifuge a rcquateur, a la pesanteur, est une 
S 

tres-petite fraction egale a Enfin , le rayon r est a fort peu pres 
constant a la surface de la mer , parce qu’elle differe tr^s-peu d’une 
surface spherique ; on peut done y supposer ^ r nulle. L’equa- 
tion ( Z. ) devient ainsi , a la surface de la mer , 


(S)} 


-f- |sin.*9.^^^-|-a7i.sin.S.cos.0.^^^ + 27j.sin.*.d.^~ 

les variations J'y et 6tant relatives aux deux variables 0 et 'ir, 

Consid^rons pr^sentement , I’^quation relative a la continuity 
du fluide. Pour cela, concevons a I’origine du mouvement, un 
paraliyiipip^de rectangle dont la hauteur soit d r , dont la largeur 
soit rd'ir^sinJ, et dont la longueur soit rd9. Nommons r, Q' ct V 

Ni 
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ce que devicnnenl r, 0 et 'sr, aprcs le temps t. Eii suivant le raison- 
nement du n®. 3a, on trouvcra qu’apres ce temps , le volume de la 
molecule fluide cst <^‘gal a un parallelipipede rectangle dont la hau- 
teur est largeur est 

en eliminant dr, au moyen de r<!*quation 

enfin, dont la longueur cst r . ^ 

en Eliminant dr et d'sr , au moyen des equations 


.dr+ 




.d9 + 


/ d^'\ 

\di7/ ^ 


Ell siipposant done 

\ \ \ \ /d/\ /d^'\ /d^'\ 

\dr ) \d& J \dzs^ ) \dt ) ydsr ) \d^ ) \d3/ \d 'U J \dr / 

/dr'\ /dV\ /dw'\ f \ 

\dS J \dr / \d'a J \d'tFj \dr J \dQ J yd-w J \d& J \dj' 


Ic volume de la molecule apreslc temps / ,sera, r sin. 0. dr. c/d.cl^; 
ainsi en nommant (^p^,la densite primitive de cette molecule , et p 
sa densite correspondante a f; on aura, en (5galant Texpression 
primitive de sa masse , a son expression apres le temps t , 

p.^'r'^.sin. 0' = ('p^.r“.sin. 0 ; 

e’est I’ciquation de la continuite du fluide. Dans le cas present , 
r'=r+‘*^ y fl' = 04 -az^ ,• ; 


on aura ainsi, en n^gligeant les quantiles de I’ordre 


C ^ 1 flt 


\drj^ \ddj \dwj 


Supposons qu’apres le temps tj la deiisitd primitive (i>) du fluide 
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se change en (p)-\‘ 0 ip ; T^quation precedente relative a la conli- 
nuile du fluide , donnera 



36. Appliquons ces residtals aux oscillations de la mer. Sa 
masse ctant liomogene , on a p' = o ^ et par consequent , 

/(l.r^s\ { / w.cos.fl 1 

Supposons, conform^ment ce qui paroit avoir lieu dans la nature , 
la profondeur de la mer tres-petitc relativement au rayon r du 
splieroide terrestre ; reprcscntons-la j^ar y , y etant tine foiiction 
trcs -petite de 9 et de , qui depend de la loi de cette profondeur. 
Si Ton integre Tequation precedente, par rapport a r, depuis la sur- 
face du solide que la mer recouvre , jusqu’a la surface de la mer ; 
on voit que la valeur de s sera egale a une fonction de 9 , el ^ , 
independante de r, plus a une Ires-pelite fonction qui sera par 
rapport a u et a p , du meme ordre de pelitesse , que la fonc- 
tion or a la surface du solide que la mer recouvre, lorsque 

les angles 9 et se chan gent dans ^ et 7z/-*j-'3r-Pa^, il est 

aise de voir que la distance d’une molecule d’eau , conligue a cette 
surface, au centre de gravite de la terre , ne varie que d’une quan- 
tile tres-petite par rapport a au et et du mtune ordre que les 
produits de ces quantites par rexccntricite du splieroide recon- 
vert par la mer : la function independante de r qui entre dans hex- 
pression de 5, est done tres-petite du meme ordre; ainsi Ton peut 
negliger generalement vis-a-vis de u et de p, L’equation du 
mouvement de la mer a sa surface, donnee dans le n®. 55, devient 
par-la , 

+ r* . . I sin 9 . ^ . sin. 9 . cos. 9 . | — g, fy + {M) 

Tequation (Z ) du meme n®* relative a un point quelconque de 
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riliLerieur de la masse du fluide , donne dans Tetat d’cquilibre , 

o=-.S'. [(r-r<is).siB.CS + uu)}‘+(S‘f^) — ^--^; 

a p 

et (^p) etant Jes valeurs de de ^p ^ qui dans I’elat 

d’eqiiilibre , conviennent aux quantiles r+a^, 9 + aw, et'W'+cc^/* 
Supposons que dans I’dtat de mouvement , on ait 


liquation [L) donnera 



L’cquation {M) nous montrc que n 


2 


7zr.sin.“0 




est du meme ordre 


que on .9, ct par consequent de Fordre la valeur du pre- 
mier mcjnbrc de celte equation , est done du merae ordre ; ainsi , 
eii multipliant cette valeur, par c?r, et en Fint^grant depuis la 
surface du splidroi’de que la mer recou\ re , jusqu’a la surface de 

la nier j on aura V — ~ egal a une fonction tres-petite, do Fordre 
P 
s 

— plus a une fonction de et independante de r, et que 


nous designerons par a ; en n’ayant done egard dans F6quation {L) 
du n”. 55, qu’aux deux variables et '»■, elle se cliangera dans 
Fequation (ilf), avee la seulc diflerence que le second niembre 
8C changera dans S'k Mais h clant ind^pendant de la profondeur 
a laqiielle se trouve la molecule d’eau que nous considerons ; si 
Foil suppose cette molecule tres-voisine de la surface, Fequation (Z) 
dull evidernment coincider avec Fequation {M)\ on a done 
et par consequent, 

Ja valeur de S'V' dans le second membre de cette Equation, etant 
relative a la surfiice de la mer. Nous verrons dans la theorie du 
flux et du reflux de la mer , que cette valeur est a tr^s-peu pres 
la meme, pour toutes les molecules situ^es sur le meme rayon 
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terrestre , depuis la surface dii solide que la mer recouvre , jusqu’a 
la surface de la mer; on a done relativement a toutes ces mole- 
cules , ^ y ce qui donne p ^gal a ^gy plus une fonctiou 


ind^pendante de 0 , et r y or a la surface du niveau de la mer , 
la valeur de est egale ala pression de la petite colonne d’eau a^, 
qui s’eleve au-dessus de cette surface , et cette pression est egale 
a o^p»gyy on a done j dans tout rinterieur de la masse Iluide , depuis 
la surface du splieroule que la mer recouvre, jusqu’ala surface 
du niveau de la mer, p^pgy ^ ainsi un point quelconquc dc 
la surface du splieroule reconvert par la mer , est plus presse que 
dans I’etat d’equilibre , de tout le poids de la petite colonne d’eaii , 
comprise entre la surface de la mer et la surface du niveau. Cet 
cxces de pression devient negalif , dans les points oil la surface de 
la mer s’abaissc au-dessous dc la surface du niveau. 

II suit dc ce que nous venous de voir, que si Ton n’a egard 
qu’aux variations de 9 et de 'srj Tequation {L) sc change dans 
I’equation {M ) , pour toutes les molecules interieures dc la masse 
iluide. Les valeurs de u et de v relatives a*toutcs les molecules 
de la mer , situ6es sur le meme rayon terrestre, sont done determi- 
nees par les niemes equations differenliellesj ainsi, ensupposant, 
comme nous le ferons dans la theorie du flux et du reflux de la 


mer 


qu’a Toriginc du mouvement, les valeurs de u , 

out etc les raemes pour toutes les molecules situees sur le meme 
rayon ; ces molecules resteront encore sur le meme rayon, durant 
les oscillations du fluide. Les valeurs de r, u Gi v peuvent done 
etre supposees les niemes a tres-peu pres , sur la petite partie du 
rayon terrestre , comprise entre le solide que la mer recouvre , 
et la surface de la mer j ainsi , en intc^grant , par rapport a r , 
requation 

/d.r^s\ ^ ( / dit\ /di^\ t/.cos. 0) 


on aura 


( / dii\ u.cosJ) 

(r's) etant la valeur de a la surface du spherdidc reconvert 
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par la mer. La fonction r^s — (r^'s) est ^gale a tres-peu pres a 
— (s)) ‘\’^ry(s) ^ (s) etant ce que devient 5 , a la surface du 
spile roide ; on peut negliger Ic terme 2 ry. (s) , yu la petitcsse de 
y cide (s) y on aura ainsi , 

— ( r^s) — r®.[s — (s)\ 

Maintenant, la profondeur de la mer , correspondante aux angles 
et est y-\-ai.{s — (s)] : si Ton lixe Torigme 

des angles 9 et a iin point et a un ineridicn fixes sur la 

surface de la tcrre , ce qui est perm is , comme on le verra bieiitot ; 

cctte me me profondeur sera I’eleva^ 

lion etjy de la molecule iluide do la surface dc la mer, au-dessus 
de sa surface de niveau 3 on aura done 

I AVjualion relative a la cpntinuite du IJuidc, deviendra par conse- 
quent, 

/d.')u\ /d.^ v\ 9 a. cos. 9 , 

— ;i;u- 

On pent observer que dans cette (Equation, les angles Q ct nt-\-<sr 
sent cornptes relativement a un point et k iin meridien fixes sur la 
terre , et que dans Fequation ( AZ), ces memes angles sont comptds 
relativement a I’axe des et a un plan qui, passant par cet axe , 
auroit autour dc lui, un mouvement de rotation , egal a n ,* or cet 
axe et ce ]ilan ne sont pas fixes a la surface de la terre, parce que 
Fattraclion et la pression du fluide qui Ja recouvre, doivent afterer 
un pen Icur position sur cette surface, ainsi que le mouvement de 
rotation du spliero'i'de. Mais if est aise de yoir que ces ^.Iterations 
sont aux va)eurs dc <lu et de af', dans le rapport de Ja masse de la 
mer , a celle du splierdide tepreslrp 5 ainsi , poui' rappof ter les 
angles 9 et a un point ct a un meridien invariables a la 

surface de ce splieroidc, dans les deux equations (Af) et (iV) j il 

yii y V 

suJIit d\ilt6rer de quantiles deFordre — et — , quauliti^s 

que nous nous sommes permis de negliger \ on peat done sup- 
poser dans ces (Equations , que ctw et e«p sont les mouvemens du 
iluide, cu latitude et en longitude. 


On 
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Onpeut observer encore, que le centre de gravity du splieroide 
6tant suppose immobile , il faut transporter en sens contraire , aux 
molecules fluides , les forces dont il est anim^ par la reaction de la 
mer ; mais le centre commun de gravity du sph6roide et de la mer , 
ne charigeant point , en vertu de cetle reaction ; il est clair que 
le rapport de ces forces a celles dont les molecules sont anim^es 
par Taction du sphdroide , est du meme ordre que le rapport de la 
masse fluide a celle du sph6roide, et par consequent, de Tordre — ,* 
on pent done les n^gliger dans le calcul de <r 

Sy . Considerons de la meme mani^re , les mouvemens de Tat- 
inosphere. Nous ferons dans celte recherche, abstraction de la 
variation de la chaleur, a dilferentes latitudes et a diverses hau- 
teurs, ainsi que de toutes les causes irr^guli^res qui Tagitent, et 
nous n’aurons ^gard qu’aux causes regulieres qui agissent sur elle , 
comme sur Tocean. Nous snpposerons cons^quemment , lamer 
recou verte d’uu fluide elastique d’une temperature uniforme ; nous 
supposerons encore , conform6ment a rexp6rience , la density de 
ce fluide , proportionnelle a sa pression. Cette supposition donne a 
Tatmosphere , une hauteur inflnie j mais il est facile de s’assurer 
qu’a une tr^s-petite hauteur, sa density est si petite , qu'on peut la 
regarder comme nulle. 

Cela pose , nommons s', u et i/, pour les molecules de Tatrao- 
sphere , ce que nous avons nomme s , et , pour les molecules de 
lamer; Tequation (Z») du n®. 55, donnera 

C , ^ /ddu'\ . - . /du\ 2/i.sin.*5 

+ 3in.’9.(-^) + a7j,sm.9.cos.9.^^^IH — . 

+ tt^r. I I = ~ ^ u') } * 

Considerons d’abord Tatmosphere dans Teui d’^quilibre, dans 
lequel s', u' et p' sont nuls. L’^quation precedente donne alors, en 
Tintegrant , 

. r* . sin.* 8 + = constante, 

Mkcan. c£ii. Tome I. 
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La pression p ^tant supposee proper tionnelle a la density ; nous 
ferons p = la pesanteur dans un lieu determine , que 

nous supposcroris etre Tequaleur, et / 6 tant une quantity constante 
qui expriinc la liautear de I’atmosphere supposde par-tout de la 
meme derisite, qu’a la surface de la mer : cetto hauteur est tres- 
pvtite par rapport au rayon du spheroi’de terrestre , dont elle n’est 
pas la yao**^™* partie. 

L’int^gralc f' est 6 gale a /^.log.p ; I’c^quation pr^c^dente de 
requilibre de Tatmospliere devient par cons(^quent , 

IgAog, p ~ constante-f 


A la surface de la iiicr , la valeur dc est la nieine pour une 
molecule d’air, que i)our la molecule d’eau qui lui est conligue, 
parce que les forces qui sollicitent I’une et I’aulre molecule , sont 
les memesj mais la condition dc Tequilib re des mers, exige que 
Ton ait 

TL^ 

— . r* . sin.* 0 = conslan te ; 
a 

on a done, a cette surface , p constant, e’est-a-dire que la densile 
tie Ja couche d’air , conligue a la mer , est par-tout la meme , dans 
I’chat (Pequilibre. 

Si Ton nomme i?, la partie du rayon r, comprise entre le centre 
du spht^rbide , et la surface dela mer, et r' la partie comprise cut re 
cette surface et une molecule d’air elevee au-dessus 5 / sera aux 


quantites pres de I’ordre 


.(H 


hauteur de cette molecule 


au-dessus dc la surface de la mer : nous nc^gligerons les quantities 
dc cet ordre. L’equation entre p et r donnera 

Ig. log. p = constante + /. V ' ^ ^ 

+ sin.* 9 ; 

les valeurs de 7 ^, etant relatives a la surface dc la 

mer ou Ton a , 

constante = 7^+ sin.* 9 ,* 

a 
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la quantite — cst la pesanteur a cclle inline 

^ ^ . /ddV\ 

surface ; nous la d6signerons par g\ La fonction ( ) ctant mul- 

tipliee par la quanlit6 tres-pelite r'% nous pouvons la determiner 
dans la supposition de la terre splieriqiie , et negliger la deiisite de 
I’atmosphere relativement a cclle de lalcrre 5 nous aurons ainsi, a 
fort peu pres , 

fdV\ m 

, , - _ /ddV\ 2 m 2/y" 

m etant la masse de la terre; partant 

on aura done IgAog p = constante — rg — ; d’oii Ton tire 

p =n. c 

c etant le nombre dont le logaritlime liyperbolique est Tunitc , 
et n etant une constante visiblement egale a la densit6 de fair a la 
surface de la mer, Nonimons h et Ji les longueurs du pendule a 
secondc , a la surface de la mer , sous I’^quateur , et a la latitude dc 

er fi 

la molecule adrieniie que nous considerpns : on aura — = — , et 

g* a 

par consequent, ^ 

Ih \ R / 

p =n.c? 

Cette expression de la densite de fair , fait voir que les couclies de 
meune densit6 , sont par-tout egalement elevees au-dessus de la 

mer , a la quantite pres ^ y mais dans le calcul exact des 

hauteurs des montagnes , paries observations du barometre, cette 
quantite ne doit point otre negligee. 

Considerons presentement , Fatmosphere dans F^tat de mouve- 
ment; et determinons les oscillations d’une couche de niveau, ou 
de meme densite dans Fetat d’equilibre. Soit <t<p , Fd^vation d’uno 
molecule d’air au-dessus de la surface de niveau a laquelle elle 
appartient dans Fetat d’equilibre ; il est clair qu’en vertu de cette 
elevation , la valeur de cT/^sera augmentee de la variation diffe- 
renlielle — s on aura ainsi, — a ; 

Oa 
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( ^y) elanl la valeur de <r/^, qui dans I’etat d’^quilibre , corres- 
pond alacouchcde niveau, etaux angles d + et ; 

et S'V' ^tant la partie de due aux nouvelles forces qui dans 
lY‘tat de mouvenient, agitent Tatmosphere. 

Soil p = (pj + etp' , (p) 6 tant la density de la couche de niveau , 


dans I’ctat d’^quilibre. Si Ton fait =^'5 on aura 

or on a dans I’dtat d’^quilibre, 

o=-^.cr, {(r+eLs).sin.C& + etii)}^ + {^y) — (p j~ ^ 

I’equatioii g<^n(5rale du raouvement de ralmosphere, deviendradonc 
relativement aux couches de niveau, par rapport auxquelles S'r 
est nul a tres-peu pres , 

( /ddu'\ . 

9. — 271. sin. 9. cos. 


r\<r9. 


, . . - f . . fdd\f'\ . /du'\ 2 71 . sin.* d 

+ r.<r^.|sin.«8.(^— j+2«.sinJ.co8.5.(^-^j + — 


rrr^T/^' — g,i'(p — t/y' + ^^r.sin.* 9. «r, [s' — (s)] 5 
« ( /) 6 tant la variation de r, correspondante dans Tetat d’^quilibre, 
aux variations au' ei <tp\ des angles 9 et -w, 

Supposons que toutes les molecules d’air situ 6 es a I’origlne , sur le 
meme rayon terreslre , restent constamment sur un meme rayon 
dans I’elat de mouvement , ce qui a lieu, par ce qui precede , dans 
les oscillations de la merj et voyons si cette supposition peut 
satisfaireaux Equations du mouvenient et de la continuile du fluide 
atmosph^rique. Pour cela,il est n^cessaire que les valeurs de u' et de 
v' soient les monies pour toutes ces molecules; or la valeur de 
est a tres-peu pr^s la m^me pour ces molecules, comme on le verra 
lorsque nous d^terminerons , dans la suite , ies forces d’ou r^sulte 
cetle variation ; il est done n^cessaire que les variations et 
soient les m^mes pour ces molecules, et de plus, que les quantiles 


2nr.«r'sr.sin.*9.^— y, et n*r. sin.‘9, (T. { 5 ' — CO}? puissent 6tre 

negligees dans Tequation pr^c^dente. 

A la surface de la mer, on a ^y etant M^vation de la 
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surface de la mer au-dessus de sa surface de niveau. Examinons si 
les suppositions de p egal ky ^ et de y constant pour toutes les 
molecules d’air, situ^es sur le meme rayon, peu vent subsister avec 
I’equation de la continuity du fluide. Cette Equation, par le n®. 55, 
est, 
o = r*. 

d’oii Ton tire 




f/d.rVN fdu\ /dv\ u' . cos. ) 

y=-^'[ [■?d7j + (di) + V51? j + "inr?")- 


r+ets' est egal a la valeur de r de la surface de niveau , qui corres- 
pond aux angles 0+^ z/ , et cei^, plus aryiyvation de lamoiycule 
d’air au-dessus de cette surface ^ la partie de « s' qui depend de 


ttn^ .11 

la variation des angles d et etant de Tordre , on pent la 

s 

n^gliger dans I’expression pr6cydente de y\ et, par consequent, 
supposer dans cette expression , s' = si Ton fait ensuite <p = j , 

on aura^~ ^ = o , puisque la valeur de ^ est alors la meme rela- 

tivement a toutes les jnoiycules situees sur le m^me rayon. De 


plus , ^ est , par ce qui pr6cede , de Tordre /, ou — y Texpressiou 

dej^' deviendra ainsi, 

' 7 ^'-cos. fl) 


ainsi , u' et p* ytant les m^mes pour toutes les moiycules situyes 
primitivement sur le myme rayon , la valeur de y' sera la myme 
pour toutes ces moiycules. Deplus, il est visible par ce que nous 


Tenons de dire, que les quantitys 2 J^'ar.sin.*^.^— J, ct 

nV.sin.*6*<r. { 5 '— , peuvent etre nygligyes dans Tyqualion 
precedente du mouvement de Tatmosphyre , qui pent alors etre 
satisfaite , en supposajat que u' et p' sont les memes pour toutes 
les molecules de Fair, situees primitivement sur le meme rayon^ la 
supposition que toutes ces moiycules restent constamment sur un 
meme rayon , durant les oscillations du fluide , peut done subsister 
avec les (Equations du mouvement et de la continuity du fluide 
atmospherique. Dans ce cas , les oscillations des diverses couche.s 
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de niveau sont les memes , et se determinent au moyen des equa-- 
lions , 


’■■'•■BO- 


2 71 . sin, S. cos. 




-f r\ /'zr. 


( . , fddv\ . 

j Sin. 6,1 — J-f 27 i, 3 in. 9 ,cos .0 


' I I 




+ 


u'.cosj 'I 
sin. 6 I * 


Cos oscillations de ralmosphere doivent produire dcs oscillations 
analogues , dans Ics liauteurs du baronietre. Pour determiner 
celles-ci au moyen des premieres , coiisiderons un barometro fixe 
a line hauteur quelconque au-dessus de la surface de lamer. La 
hauteur du increurc cst proporlionnclle ii la pression qu’eprouve 
sa surface cxposec a Paefion de Pair; elle pent done etre repre- 
scntec par Ig, p ; mais cette surface est success! venient exposee a 
Paction tic diverses couches de niveau, qui s’d^vent ets’abaissent 
comme la surface clc la mer ; ainsi la valeur do p a la surface du 
niercure , varie , parce qix’elle appartient a une couclie de ni- 
veau , qui dans Pdtat d t'quilibre , dtoitmoins elevee , de la quan- 
tile etjK; 2^. parcc que la densitd d’une couche augrnente dans Petal 

<p^.y 


de mouvement, de a p' ou de 
la varialion de p est — 


ou 


En vertu do la premiere cause, 
- — ; la variation tolale do 


(y^y') 


la densite p , a la surface du niercure , est done ct(p). — . II suit 

de-la , quo si Pon nomine h la liaiiteur du niercure , dans le baro- 
metre, relative a Petal d’equilibre • scs oscillations , dans Petal de 

o,h,(y y' ) 

mouvepient, seront exprimdes par la fonction — - - 5 elles 


sont done semblables, a loutes les hauteurs au-dcssus de la mer , et 
proportionnellcs aux hauteurs du barometrCf 

II ne s’agit plus main ten ant, pour determiner les oscillations de la 
mer et de Patmosphere , que de comioitre les forces qui agitent 
ces deux masses lluides , et d’integrer les Equations difterentielles 
precedeutes ) e’est ce que nops ferpns dans la suite de cet ouyrage, 
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DE LA tOl DE LA PESANTEUR VNIVERSELLE, ET Dt/ 
MOUVEMENT DES CENTRES DE ORAVITE DES 
CORPS CELESTES. 


CHAPITRE PREMIER. 


De la loi de la pesanteur universelle , tiree des phenomena.^ » 

1 . Amts avoir developpc les loix tin mouvement ; nous alloiis 
cn partaiit de ces loix, etde celles des mouvemens celestes, prc- 
scntt^es avcc detail dans I’ouvrage intitule ; Exposition du sjsterne 
da monde y nous clever a la loi gcn( 5 rale de ces mouvemens. Cetui 
de tons les plienomerics, quisemble le plus proprc a la faire decou- 
vrir 5 est le mouvement elliptique des plaiietes ct des cometes au- 
tour du soleil; voyons ce qu’il donne sur cet objet. Pour cela, 
norniiions a; ety , les coordonnces rectangles d’une planele, dans 
le plan de son orbite, et fixons leur origine, an centre du soleilj 
noiiimons de plus, jP et Q les forces dont cette planete est animee 
dans son mouvement relatif autour du soleil, parall 61 ement atix 
axes des v et desfy et supposons que ces forces tendent vers rori- 
ginedes coordonnces ; enfin , soil dt f^lemcnt du temps que nous 
regarderons comme constant j on aura, par le Chapilie II du 
premier Livre , 


— +p- 

dt- ^ ’ 

0) 

d dy 

(a) 
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Si Ton ajoute la premiere de ces Equations, multipli^e par 
la seconde multipli^e par x ; on aura 




~J ', « 


II est ais6 de voir que xdy — jSx est le double de Taire que le 
rayon vecteur de la plan^te decrit autour du soleil, dans I’ins- 
tant dt; cette aire est proportionnelle a Tdement du temps, sui- 
vant la premiere ]oi de Kepler, en sorte que Ton a 


X dy^ydx=^cdt , 


c 6tant une constaule ; la diff^rentiel]e du premier membre de 
cette Equation est done nulle; ce qui donne 

X. Q — y,P O. 

II suit de-la que les forces P et Q sont entre ellcs dans le rapport 
do X i\y ,• ct qu’ainsi leur r63idtante passe par Torigine des coor- 
doiinc^cs , c’est-a~dirc par le centre du soleil. D’ailleurs , la courbe 
decrite par la planete 6tant concave vers le softil, il est visible que 
la force qui la fait dccrire , tend vers cet astre. 

La loi des aires proportionnelles aux temps employes a les 
crire , nous conduit done a ce premier resultat remarquable, savoir 
que la force qui sollicite les plan^tes et les cometes, est dirigee vers 
le centre du soleil, 

Determinons maintenant, la loi suivant laquelle cette force 
agit a dilf^rentes distances de cet astre. II est clair que les planetes 
ot les com^tes s’approchant et s’eloignant alternativement du soleil, 
a cliaque revolution ; la nature du jnouvement elliptique doit nous 
conduire a cette loi. Reprenons dans cette vue, les equations difle- 
rculiellcs (i) et (a) du n®. precedent. Si Ton ajoute la premiere 
multipliec par dxy a la seconde multipli^e par dy, on aura 

dx.ddx -^rdy.ddy , „ , . ^ , 

et ca integrant , 

o==^£^^^2.J(Pclx^Qdy), 
la constantc arbitraire etant indiquee par le signe intc^gral, En subs- 
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lituant, au lieu de dt, sa valeur donnee par laloi de la 

proportionnalit^ des aires aux temps , on aura 

° = + ^-/(Pdx+QdjO. 

Transformons , pour plus de sinipHcite, les coordonn^es x et y, 
en rayon vecteur, et en angle traverse , conforin<5.nent aux usages 
astronomiques. Soit r le rayon men6 du centre du soleil a celui 
de la pJanele, ou son rayon vecteur5 soit v I’angje qu’il forme avee 
laxe des x j on aura 

^ = r.cos.i^ ; ^=:zr.sin.p ; r = ^ 

d’ou Ton tire , 

dx‘^-jrdy'=r^dp^-\-dr* ; xdy~ydx^fdp. 

Si 1 on designe ensuite par ? la force principale qui anime la pla- 
nete • on aura , par Ic n°. pr^c^deiit , 

P = (p,cos,i/ Q = ^.sin.^^ ; ^ = V Q* ; 

ce qui donnp 

P dxi-Qdy=z(pdr; 

Oil aura done 


d’ou Ton tire 


c\ {r^dv^+dM 


r. V dr ^ ^ ^ 


Cette Equation donnera, au moyen des quadratures , la valeur de p 
en r, lorsque la force ip sera connue en fonction de r; mais si, cette 
force ^tantinconnue, la nature de la courbe qu’elle fait d^crire, 
est donnee; alors, en differentiant Texpression pr^c^dente di 
^J<pdr, on aura pour determiner p , I’^quation 



dr 

Les orbes des planfetes sont des ellipses dont le centre du soleil 
occupe un des foyers 5 or si dans I’ellipse , on norame ® Tangle que 
le grand axe fait avec Taxe des at ,• si , de plus , on fixe au foyer, 
Mi'jcan. cin. Tome I. p 
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I’origine des x , et qiie I’on designe par a , le demi-grand axe , et 
par e , le rapport de I’excenlricite au deiiii-grand axe; on aura 

1 + e . cos. ('v — "w j ^ 

efpialion qui devient cellc d’une parabole , lorsque c'=:i , et (Sf est 
infini ; et qui appartient a Thyperbole , lorsque e surpasse I’unite, 
et a est n(5gatif. Cette Equation donne 

2 11 

ar.(i — eP-) a^.(i — ^ 

et par consequent , 

c* 1 

^ a.('i — e»; * f* ^ 

ainsi les orbites des plaijetes et des cometcs etant des sections coni- 
ques ; la force (p est r^ciproque au quarre de la distance du centre 
de ces aslres a celui du soleil. 

On voit de plus , quc si la force p est rdciproque au quarrd de 

la distance, ou exprimec par A etant un coelEcient constant 5 

I’equation prdcedente des sections coniques, satisfera al’^quation 
dilKrcntieJJc (4) entfe r et que donne I’expression de p , lors- 
h 

qu’on y change (p dans On a alors A= — ce qui forme 

une Equation de condition entre les deux arbitraires a et e, de 
r^quation aux sections coniques 3 lestrois arbitraires a, ^ et de 
cette Equation, se rcduisent done a deux seules arbitraires dis- 
tinctes, etcomme lY'quation dififerentielle entre r et n’est que 
du second ordre , Tequation finie aux sections coniques , en est 
I’intt^graJe complete. 

II suit de-la que si la courbe d^crite est une section conique, 
la force est en raison inverse du quarr^ des distances ; et r^cipro-^ 
quemeiit , que si la force suit la raison inverse du quarr 6 des dis- 
tances , la courbe d^crite est une section conique. 

3. L’in tensity de la force relativement a chaque planeteet 

c« 

a chaque comete, depend du coefficient les loix de 
Kepler donnent encore le moyen de le determiner. En effet , si 
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Ton norame T^le temps de la revolution d’une planete; I’aire que soi^ 
rayon vecteur decrit pendant ce temps , 6tant la surface meme de 
Tellipse planetaire, elle sera 'T.a*. V i — tt etant le rapport de 
la demi-circonference au rayon ; mais Taire d^crite pendant I’ins- 
tant dt^ est, par ce qui pr^cMe, ~cdt; la loi de la proportioa- 
nalite des aires aux temps , donnera done la proportion , 

\*cdt : 7ra‘. V \ — wdt : T ; 

d’ou I’on tire 

2T.a*. T 1 — e* 

c = 1 

T 

Relativement aux planetes ^ la loi de Kepler , suivant laquelle les 
quarr^s des temps de leal’s revolutions , sont comme les cubes des 
grands axes de leurs ellipses, donne k ^tant le meuic 

pour toutes les planetes ; on a done 

_ a-T. \/ a.(i— 


est le parametre de I’orbite , et dans di verses orbites , 
les valeurs de c sont comme les aires trac6es par les rayons vecteurs 
cn temps 6gal ; ces aires sont done comme les racines quarries des 
parametres des orbites, 

Cette proportion a ^galement lieu relativement aux orbites des 
cometes , comparees soit pntre elles , soit aux orbites des planetes ; 
e’est un des points fondamentaux de leur tb^orie qui satisfait si 
exacieijient a tous leurs raouveipens observes. Les grands axes de 
leurs orbites, et les temps de leurs revolutions etant inconnus, 
on calcule le mouvement 4® ces astres , dans une orbe parabo- 
lique , et en exprimant par D leur distance perilieiie , on ihippose 

c = , ce qui revient a faire e egal a I’unite , et a infini , 

dans Fexpression precedente de c ; on a done encore relativement 
aux cometes en sorte que Ton pent deterrniner les grands 

axes de leurs orbites , lorsque leurs revolutions sont connues. 

Maintenant , Fexpression de c donne 

c* 4“^* 

P2 



ii6 MECANIQUE CELESTE, 

on a done 



Le coefficient-^^ ctant le raeme pour toutes les planetes et le^ 

com^tes , il en resulte que pour chacuii de ces corps , la force ? 
csl r( 5 ciproqueau quarre dcs distances an centre du soleil, etqu’elle 
nc varie d’un corps a I’autre , qii’a raison de ces distances ; d’ou il 
suit qu’eile est la meme pour tous ces corps supposes a egale dis- 
tance du soleil. 

Nous voila done conduits par les belles loix de Kepler, a regar- 
der le centre du soleil , comme le foyer d’une force attractive qui 
s’etend a I’infini dans tous les sens, en decroissant en raison du 
quarrd des distances. La Joi de la proportion nalite des aires decrites 
par les rayons vecteurs , aux temps employes a les decrire , nous 
xnonlre que la force principale qui sollicile les planetes et les co- 
inetes , est constamment dirigee vers le Centre du soleil ^ Tellipti- 
cite des orbes planetaires , ct les mouvemens a tres-peu pres para- 
boliques des cometes, prouvent que pour cliaque planete etpour 
cliaque coin^de, cetle force est r^ciproque au quarre dela distance 
de CCS astres au soleil 3 enfm , de la loi dc la proporlionnalit^ des 
qiiaiT^s des temps des r(5volutions, aux cubes des grands axes 
dcs orbites, ou de cdle cle la proportionnalile des aires decrites en 
temps par les rayons vecteurs , duns differentes orbites, aux 
rjicines quarries des parametres de ces orbites , loi qui renferme la 
prec^dcnle et qui s’elend aux cometes ; il resulte que cette force est 
Ja mernc pour toutes les planetes ct les cometes placees a egales dis- 
tances du soleil , en sorte que dans ce cas, ces corps se precipite- 
roient Vers lui, avec la meme vitesse. 

4. Si des planetes nous passons aux satellites, nous trouvons 
que les loix dc Kepler dtaut a-peu-pres observees dans leurs mou- 
vcnietis autour dc leurs planetes , ils doivent graviter vers le^ 
centres de ces planetes , en rayon inverse du quarr^ dc leurs dis^ 
tances a ces centres 5 ils doivent parcillement graviter a-peu-pr^s 
comme leurs planetes ver^ le soleil , afin que leur niouvement 
relatif autour des planetes, soitle m^me a-peu-pr^s, que si ces pla- 
nt tes (^toient immobiles. Les satellites sont done sollicites vers les 
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planetes et vers le soleil , par des forces r6ciproques au quarre des 
distances. L’elliplicile des orbites des trois premiers satellites de 
Jupiter est peu considerable ; mais I’ellipticite du quatrieme est tres- 
sensible. Le grand eloignement de Saturne a jusqu’ici einpeclid de 
reconnoitre I’eHipticite des orbes de ses satellites , a rexccption du 
sixieme dont Torbe paroit sensiblement elliptique. Mais la loi de la 
gravitation des satellites de Jupiter, de Saturne et d’Uranus , se fait 
principalement sentir dans le rapport de leurs inoyens mouve- 
iiiens, a leurs moyennes distances au centre de ces planetes. Ce 
rapport consiste en ce que pour chaque systeme de satellites , les 
quarres des temps de leurs revolutions sont comme les cubes de 
leurs moyennes distances au centre de la planete. Concevons done 
qu’un satellite decrive une orbite circulaire d’un rayon ^gal a sa 
inoyenne distance au centre de la planete principale ; soit a cetle 
distance , T le nombre de secondes que renferme la duree de sa 
revolution syddrale ; ^ exprirnant le rapport de lademi-circonfe-* 

rence au rayon , sera le petit arc quo decrit le satellite , pen- 
dant une seconde. S’il cessoit d’etre retenu dans son orbilc , par Ja 
force attractive de la planete , il s’eloigneroit de son centre par 

la tangente , d’une qiiantite ^gale au sinus verse de fare e’est- 
a-dire de la quantite cette force attractive le fait done des- 

cendre de cette quantite, vers la planete. Relativement a un autre 
satellite dont a est la nioyenne distance au centre de la planete , et 
T' la dur6e de sa revolution, r^duite en secondes , la chute dans 

une seconde seroit or si I’on nomme ? et les forces attrac- 

lives de la planete aux distances a et a', il est clair qu’elles sont 
comme les quantiles dont elles font descendre les deux satellites 
pendant une seconde \ on a done 

:: -y;— * ■yi"- 

La loi des quarres des temps des revolutions , proport ion nels aux 
cubes des moyennes distances des satellites au centre de leur pla- 
nete, donne [T* : iT '* :: : 
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de ces deux proportions , il est facile de conclure 



ainsi , les forces (p et sont r^ciproques aux quarres des distances 
a et a , 

5 . La terre n’ayant qu’un satellite, I’ellipticit^ de Torbe lunaire 
est le seal phenomene celeste qui puisse nous faire connoitre la loi 
de sa force attractive ; mais le mouvement elliptique de la lune est 
tres~sensiblement trouble par les forces perlurbatrices , et cela 
pent laisser quelques doutes sur la loi de la diminution de la force 
attractive de la terre, en raison du quarre des distances a son 
centre. A la v^rite , Tanalogie qui existe entre cette force et les 
forces attractives du Soleil, de Jupiter, de Saturne et d’Uranus , 
nous porte a croire qu’elle suit la m^me loi de diminution ; mais 
les experiences terrestres sur la pesanteur, offrent un moyen direct 
de conslatcr cette loi, 

Pour cela , nous alJons determiner la parallaxe lunaire , d’apres 
les experiences sur la longueur du pendule a secondes , et la com- 
parer aux observations cedes tes. Sur le parallele dont le quarre du 
sinus de la latitude est y, Tespace que la pesanteur fait d^crire 
dans une seconde , est, d’apres les observations de la longueur du 
pendule, egalc a 65548, comme oiile verra dans le troisiemo 

livre : nous clioisissons ce pafalUde, parce que TaUraction de la 
terre sur les points correspondans de sa surface, est a tres-peu 
pri^s , comme a la distance dc la June , egale a la masse de la terre , 
divisee par le quarre de sa distance a son centre de gravite. Sur ce 
paruliede , Ja pesanteur est plus petite que Fattraction de la terre , 
des deux tiers de Ja force centrifuge due au mouvement de rotar 
tion a ft^quateur ; cette force est ~ de la pesanteur ; il faut done 
augmenter Fespace prwedent, de sa partie , pour avoir Fes- 

pace entier du a Faction de la terre , qui sur ce parallele , est 6gale a 
sa masse diyisee par le quarr^ du rayon terrestre : on aura ainsi, 
3*”®, 665g4, pour cetespace. A la distance de la June, il doit etre 
diminue dans le rapport du quarr6 du rayon du spheroide ter- 
restre , au quarr^ de la distance de cet astre, et il est visible qu’il 
sufiit pour cela , de le multiplier par Je quarr6 du sinus de Ja p^rgj- 
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laxe lunaire; en d^signant done par a?, ce sinus sous le parallele 
que nous considerons; on aura 66394 , pour la hauteur 

dont la lune doit tomber dans une seconde , par rattraction de la 
terre. Mais nous verrons dans la theorie de la lune, que I’action 
du soleil diminue sa pesanteur vers la terre , d’une quantit6 dont 
la partie constante est de cette pesanteur; de plus , la lune, dans 
son mouvement relatif autour de la terre , est soUicit^e par une force 
^gale a la sonime des masses de la terre et de la lune, divis^e par le 
quarr6 deleur distance mutuelle;ilfaut done diminuerl’espace pre- 
cedent, de rh? et Taugmenter dans le rapport de la somine des 
masses de la terre et de la lune , a la masse de la terre ; or on verra 
dans le quatrieme livre, que les phenomenes du flux et du reflux 

de la mer , donnent la masse de la lune ^gale a de celle de la 

58,7 

357 5qj 7 

terre; on a done J7 t- 7^*^**3“®,66394 , pour Tespace dont la 
000 00, 7 

lune descend vers la terre, dans I’intervalle d’une seconde. 

Maintenant , si Ton nomine a le rayon moyen de I’orbe lunaire , 
et r, la dur^e de la revolution sy derale do la lune, exprim^e en 

secondes; sera, comme on I’a vu, le sinus verse de fare 

qu’elle decrit pendant une seconde , et il exprime la quantity dont 
la lune descend vers la terre , dans cet intervalle. La valeur de a est 
^gale au rayon terrestre sous le parallele que nous considerons , 
divise par le sinus de ce rayon est egal a 63695 i 4™® ; on a done 

63^9 5 


mais pour avoir une valeur de a independante des inegalites du 
mouvement de la lune, il faut prendre pour sa parallaxe moyenne 
dont le sinus est x , la partie de cette parallaxe qui est indepen- 
dante de ces in^galit^s , et que Ton nomme pour cela , constante 
de la 'parallaxe, Ainsi , en prenant pour it , le rapport de 355 a 1 1 3, 
et en observant que 2^= 2732166'' 5 I’espace moyen dont la lune 
descend yers la terre , sera 

a.(555/.63g.95i4">" 
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En egalant les deux expressions que nous venon^ de trouver pour 
cetespace, on aura 

3 _ Q . { 3 55 ;^ . 358 . 58, 7 . 656.9 5 1 4 

( 1 i3j“.357.59,7.3, 663 ^ 4 -{^ 732166 / ^ 

d’oii Ton tire io 536 '^,a, pour la constante de la parallaxe lunaire sous 
Je parallele dont il s’agit. Cette valeur est tres-pcu diffe rente de la 
constante io54o,7 que Triesneckeraconcluepai la coraparaisond’un 
grand nombred’observations d’c^cJipses ct d’occultations d’etoilespar 
lalune; il est done certain que la force principale qui retient la lune 
dans son orbite, est la gravity terrestre affoiblie en raison du quarre 
de la distance j ainsi, la loi de diminution de la pesanteur , qui, pour 
les planttes accompagn^es dc plusieurs satellites, est prouvee par la 
coniparaison des temps de leurs revolutions , et de leurs distances , 
est demontrde pour la lune , par la comparaison de son mouve- 
ment avec celui des projectiles a la surface de la terre. H en results 
quo e’est an centre de gravity des corps celestes , que Tpn doit fixer 
roriginc des distances , dans le calcul de leurs forces attractives 
sur les corps plac( 5 s a leur surface, ou au-delaj puisque cela est 
prouy6 pour la terre dont la force attractive est,comme on vient de 
le voir, de la nicmc nature que celle de tons Jes corps celestes, 

6. Le soleil et les planctcs qui ont des satellites , sopt par con- 
sequent, doues d’une force attractive qui en d6croissanta Tinfini, 
reciproquement quarre des distances , embrasse dans sa sphere 
d’activil^ , tou^ les corps, L’analogie nous porte a penser qu’unc 
pareillc force reside gendralement dans toutes les planctcs et dans 
les cometes ; inais on pent s*en assurer directement de cette ma- 
niere. C’est uiic loi constante de la nature , qu’un corps ne peut 
agir sur un autre, sans en ^prouver une reaction 6gaJe et con-- 
traire ; ainsi les planetes et les commies etant attirees vers le soleil , 
elles doivent attirer cet astre suivant la m6me loi. Les satellites 
attirent, par la m^me raison, leurs planetes 5 cette proprit^t^ attrac- 
tive est done commune aux planetes, aux cometes et aux satellites, 
et par consequent , on pent regarder la gravitation des corps 
celestes , les uns vers Jes autres , comme une propri^t^ g^n^rale 
de cet univers, 

Npus venous de voir qu'clle suit la raison inverse du quarre des 

distances; 
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distances ; a la verity , cette raison est donn^e par les loix du 
mouvement elliptique , auxquelles les mouvemens celestes ne soiit 
pas rigoureusementassuj^tis ; mais on doit considerer que les loix 
les plus simples devant toujours etre prdfer^es , jusqu’a ce que les 
observations nous forcent de les abandonner; il est naturel de 
supposer d’abord que la loi de la gravitation est reciproque a une 
puissance de la distance , et I’on trouvc , par le calcul , que la plus 
l^g^re difference entre cette puissance et le quarre , dcviendroit 
extr^mement sensible dans la position des perilielies des orbes 
plan^taires , dans lesquels Tobservation n’a fait appercevoir quo 
des mouvemens presque insensibles dont nous developperons la 
cause. En g6n6ral , on verra dans le cours de cet ouvrage , que 
la loi de la gravitation reciproque au quarr6 des distances , reprd- 
sente avec une extreme precision , toutes les iiiegalit^s observ^ea 
des mouvemens celestes : cet accord, joint a la simplicite de cette 
loi , nous autorise a penser qu’elle est rigoureuscment celle de la 
nature. 

La gravitation est proportionnelle aux masses ; car il r6sulte dit 
5 , que les planetes et les cometes (^tant suppos6es a la memo 
distance du soleil , et abandonndes a leur gravite vers cet astre , 
elles touiberoient eii temps egal , d’une ^gale hauteur 5 en sorte que 
Icur pesanteur seroil proportionnelle a leur masse. Les mouvemens 
presque circulaires des satellites autour de Icurs planetes , nous 
prouvent qu’ils pesent comme ces planetes , vers le soleil , en rai-r 
son de leurs masses; la plus legere difference a cet egard, seroit 
sensible dans le mouvement des satellites, ct les observations n’ont 
fait decouvrir aucune in(*galit6 dependante de cette cause. On voit 
done que les cometes, les planetes, et leurs satellites, placets a la. 
meme distance du soleil , pcseroient vers cet astre , en raison de 
leurs masses ; d’ou il suit , en verlu de I’egalite de Faction a la 
rt^action , qu’ils attireroient dans la mcme raison , le soleil , et 
qu’ainsileur action sur cet astre , est proportionnelle a leurs masses 
divisees par le quarr^ de leurs distances a son centre. 

La meine loi s’observe sur la terre ; on s’est assur6 par des ex- 
periences tr^s-precises faites au moyen du pendule , que sans la 
resistance de Fair, tous les corps se precipiteroient vers son centre, 
cjfen. Tome I, Q 
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avec une egale vitesse ; les corps terrestres pesent done sur la 
en raison de leurs masses , ainsi que les planetes pesent vers Icf 
soleil , et les satellites vers leurs planetes. Cette conformity de la 
nature avec elle-meme , sur la terre et dans Timmensity des cieux, 
nous m on Ire dc la raaniere la plus frappante ^ que la pesanteur 
observee ici-bas , n’est qu’un cas particulier d’une loi gynyrale 
repandue dans Tunivers. 

La propriyty attractive des corps cylestes ne leur appartient pas 
sculeinent en masse ; mais elle est propre a cliacune de leurs moiy-- 
cules. Si le soleil n’agissoit que sur le centre de la terre, sans 
a H irer particulierement cliacune de ses parties ; il en rysulteroit 
dans Tocean, des oscillations incomparablcment plus grandes et 
tj’cs-dilFerentes dc celles que Ton y observe ; la pesanteur de la 
terre vers le soleil, est done le resultat des pesanteurs de toutes ses 
nioiyculcs qui par consyquent attirent le soleil , en raison de leurs 
masses respcctives. D’ailleurs , chaque corps sur la terre pese vers 
son centre , proper tionnellement a sa masse ; il reagit done sur 
elle , et I’attire suivant Ic meme rapport. Si cela n’ytoit pas , ct si 
line partie quelconque de la terre , quelque petite qu’on la sup- 
pose , n’tfltiroit pas Tautre partie , comme elle en est attirye ; le 
centre de gravite de la terre seroit mu dans Tespace, en vertu de la 
pesan teur , ce qui est impossible. 

Les plienomcnes celestes, coraparys aux loix du mouvement^ 
nous conduisent done a ce grand principe de la nature , savoir que 
toutes les molecules de la matiere s’atlirent mutuellement en raison 
des masses , et ryciproquement au quarry des distances, Dyja Ton 
entrevoit dans cette gravitation universelle , la cause des pertur- 
bations que les corps cylestes yprouvent ; car les planetes et les 
cometes etant soumises a leur action ryciproque, elles doivent 
s’cearter un pen des loix du mouvement elliptique , qu’elles sui- 
vroient exactement, si elles n’obyissoient qu’a Taction du soleil, 
Les satellites troubiys dans leurs mouvemens autour de leurs 
plaiiy tes , par leur attraction mutuclle et par celle du soleil, s’ecar- 
tent pareillement de ces loix. On voit encore que les moiycules de 
cliaque corps celeste, reunies par leur attraction, doivent former 
une masse a-peu-pres spherique , et que la rcsullante de leur ac- 
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lion a la surface du corps , doit y produire tous les phdiionienes 
de la pesanteur. On voit pareillement que le niouvement de rota- 
tion des corps celestes , doit alt^rer un peu la sphericite de leur 
figure , et I’applatir aux poles , et qu’alors , la resultanle de Icurs 
actions mutuelles , ne passant point exactenient par leurs centres 
de gravity 5 elle doit produire dans leurs axes de rotation , des 
mouveinens semblables a ceux que I’observation y fail appcrccvoir. 
Enfin, on entrevoit que les molecules de Toc^an, indgalemeut alli- 
r 6 es par le soleil et la lune , doivent avoir un mouvement d’oscil- 
lation pareil au flux et au reflux de la mer. Mais le de veloppc- 
ment de ces divers effets de la pesanteur universe] le , exigo uno 
profonde analyse. Pour les embrasser avec la plus grande geiicra- 
lite, nous allons donner les equations diff 6 ren tidies du inouve- 
ment d’un systeme de corps soumis a leur attraction mutuelle , 
et rechercber les int^grales rigoureuses que Von pent en obtenir. 
Nous profiterons ensuite des fucilites que les rapports des masses 
et des distances des corps celestes nous presentent , pour avoir des 
int^grales de plus en plus approcli 6 es , et pour determiner ainsi les 
ph^nomenes celestes , avec toute rexaptitude que les observations 
comportent, 
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CHAPITRE IL 


Ues equations differeiitielles da mouvement d’un systeme de 
corps soumis d leur attraction mutuelle. 

7. SoiENT 77Z, /n', T7i\ &c. , les masses des diif^reiis corps da 
systeme, oousid6rcs comme autant dc points; soient y^ Zy les 
coordonn^es rectangles du corps m; x'yy\ z', ccllds du corps m'y et 
ainsi du rcste. La distance de m a m , ctant 

V ( x'— xy + O'— jK j ’ + ( s'— 1 

son action sur m sera, par la loi de la pesanteur universelle, 
cgalc a 


(y zy 

Si Ton d(*conipose cettc action, parallelement aux axes des 2 r , desj^^ 
ct des z; la force parallide a Taxe des Xy et dirig^e en sens contrairc 
de leur origine , sera 

7n.(x' — x) 

{(x' r-x)‘ + (y'-yr + (Z' - ; ’ 

I V/. 


- X)- -P (f ~yr + O- • 
(lx 

On aura parcillement , 

m.m'* 



\/(x'^ -.r/ + 

dx 

pour Taction de m!' sur m , d^composee parallelement a I’axe des Xy 
ct ainsi du reste. Soit done , 

m . m* m . mf^ 

^ ■ j;-:: + ^ 

V (x'--x)^+ (y'—y/d- — yZ+fa'''— a/ 

+ &C-; 


V(x--x'r + (f-yy + (^‘ 
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>. ^tant ainsi la somme des produits deux a deux, des masses jh, m', 

> . . 1 \ 
jji\ &c., cliviseespar leucs distances rcspectivcs ; — , ( ^ jcxprimera 


la somme des actions des corps m\ m’^ &c.,snr /r/ , di^composecs 
parallelement a I’axc des x , en sens conliaire do I’origiiie des 
coordonnees. En designant done par dt ^ relemcnt du temps sup- 
pose constant ; on aura par les principes de dynamic^ue, exposes 
dans le livre precedent , 



Oil aura pareillemerit 



Si I’on considere de la meme maniere, raclioii des corps 7ri\ &c. , 
SLir celle des corps niy m!y &c., sur m'y et ainsi du reste ; on aura 
les equations 



&c. 


La determination des mouvemens de m , rriy m\ &c. , depend de 
rintegrationde ces Equations difFerentiellcs j mais il n’a possible 
jusqu’ici, de les integrer completement , que dans le seul cas ou le 
systeme n’est compost que dc deux corps. Dans les autres Cas , on 
n’a pu obtenir qu’un petit norabre d’int^g rales rigoureuscs que 
nous allons developper. 

8. Pour cela, consid6rons d’abord les equations differentielles 
cnxy x'y x\ &c. ; en les ajoutant ensemble, et en observant que 
par la nature de la fonction a, on a 

ddx _ ... ddy 

on aura, o = s.7n. On aura pareilleraent, 
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dd z 

o = Soient X, Yy Zy les trois coordoniK^cs du centre 

de gravilc du sysleme ; on aura par la propri^td de ce centre , 


. m . X 
^,m 


on aura done , 


ddX 

'IF 


X,tn ^ 
lUY 


Z = 


X.m.z 


o= 


dt^ 


ddZ 

O _ ; 


d’ou I’on tire, cn iiilcgrant 


X^a^bt ; ; Z=-a' + bH; 

OyhyOly B' y u y B'' y (^‘tant dcs constantC3 arbitraires, On yoit par-la, 
quo Jc niou v(‘nicnt du centre dc gravite du sysleme , cst reetiligne 
cl unifunne , el qu’ainsi, il n’est point altere par raclion rc^cipro- 
que dcs corps du sysleme ; cc qui csl coiiformc ace que nous ayons 
vu dans le cliapilrc V du premier livre. 

lleprenons les (Equations ditrerentielles du mouvement de ces 
corps. Si Ton jnulliplie les equations dillercntieiles en Jyyyy'y &c., 
rcspectivenient par x , x'y x'y &c. , el qu’on les ajoute aux equations 
diHerentielles e|i a:, .r', x"y8<c.y muitjpliecs respectiyement par 
— j aura 



on aura done , eu integrant Tequalion pr^c^dente, 
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On trouvera semblablement , 

, ( xdz — zdx \ 

c = 

/ ydi — zdy \ 

c Tt )' 

c , c\ c '\ &c. 4tant des constantes arbitraires. Ces trois inttfgrales 
renfermeiit Ic principe des aircs, que nous avons expose dans Ic 
Chapilre V du premier Livre. 

Enfin 5 si Ton multipl ie les equations diff^rentielles ert x , See. , 

respectivement par dx , dx\ dx\ &c. ; celles en J ^ j'y &c. , res- 
pectivement par dy , dy\ &c. ; celles en z , z\ &c. , respective- 
iiient par dz^ dz\ &c. , et qu’on les ajoute ensemble j on aura 

{dx .ddx dy .ddy clz.ddz\ , 

0=£.W.-^= ‘t/A, 


ct en integrant , 




h i^tant une nouvelle arbitraire* Cette int^grale renferme Ic prln-* 
cipe de la conservation des forces vives, expose dans le Cliapitre V 
du premier Livre* 

Les sept int^grales prec6dentcs sont les seules inti'jgralcs rigou** 
reuses que Ton a pu obtenir jiisqu’a present: dans le cas oii le sys- 
leme n’est compost que de deux corps , elles r^duiseut la determi- 
nation de leurs mouvemens , a des Equations difi'6rcntielles du pre- 
mier ordre , que I’on pent integrer , comme on le verra dans la 
suite ; mais lorsque le syslerae est forme de trois ou d’un plus grand 
nombre de corps ; il faut n^cessairement recourir aux m^thodes 
d’approximation. 

g. Comme on ne pent observer que des mouvemens relatifs } 
on rapporte les mouvemens des plan^tes et des cometes , au centre 
du soleil , et les mouvemens des satellites , au centre de leurs pla- 
netes. Ainsi, pour comparer la tlieorie aux observations j il faut 
determiner le mouvement relatif d’un syst^me de corps, autour 
d’un corps consid^r6 comme le centre de leurs mouvemens. 

Soit M ce dernier corps m% m \ &c. , etant les autres corps 
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clont on clierclie le mouvement relatif autour de Afy soient 
f , n et >, Ics coordonnces rectangles dc M; ^4-^, 
ccllcs de m y ^4- x\ n -j-j/', >4-^', ceJies de m\ &c. j il est visible qiie 
r, seront lea coordonn<^‘es de m, par rapport a M; que 
x'^y \ z\ seront celles dc m\ par rapport au m^me coq)s , et ainsi da 
restc. Nommons r, r, &c. les distances de w, m\ &c. au corps Ms 
cn sorte que 


r = V^a:'‘4-j^*4">z’ / r = V^ar'“4-j^'*4--2'“ y &c. 
cl supposons 


4 " 


t/('x -x;“4-Vy-;y;*4- (z."---z,y 


4 " 


v/ (y"—y)^+ (z"^z)‘ 


+ &c. 


Cela poad , Vaction dc mmr d6composce parallMement a I’axe 
dcs X y et en sens contraire de Icur origine, sera ^y celle de rn 

SUV M ddconiposdc suivant la nnJme direction , sera , et ainsi 

dll restc. On aura done, pour determiner requation different 
tieJle 


dd ' mx 



on aura parcillemcnt 


dd^ 



ddy mz 



J/action de M sur m , deconiposce parallelcinent a Taxe dcs a?, et 
1 - • , *11 • • 

ilirigeo eii sens contraire de leur engine , sera jj-, et la somme 

dcs actions dcs corps /n', m", &c. sur m, di^compos^es siiivant la 
raeinc direction, sera ~ i aura done 

dd.(t x) Mx i 
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eu substituant au lieu de -7— , sa valeur s, on aura 
ddx Mx mx i / d\\ . 

°=- 5 F+-+"- 7 r- 7 -( 57 >- 

on aura pareillement 

o = <=) 

ddz Mz mz 1 / dK\ 

Si Ton change success! vement dans les equations (1), (a), (5), 
les quantiles /w, z, dans cellcs ci, m\ x\y\ z ; Tn!\ x\y\ z!\ &c., 
et r^ciproquement \ on aura les equations du mouvement des corps 
m'y &c. , autour de 

Si Ton mulliplie I’equalion cliffcrenlielle en ^,par ilf + S . cclle 
cn Xy par m ; celle en x'y par m ^ et ainsi du reste \ cn les ajoutant 
ensemble , et en observant que par la nature de la fonction a ^ on a 


on aura 


/ dK\ / d\\ _ 


0=(^Jf+2.w;.— +2.7W.~,- 


dt' 


S.mx 


d’ou Ton tire eii int<igrant 

^ ‘ M+X.m' 

a el 5 6lant deux constantes arbitraires. On aura parcillemciit 


n = «'+&'/- 


S.my 


y=a'’+ 3 "t- 


M+X.m* 

S.mz 


31 •4’ 2 . 771 

a, b\ d\ V’y et^nt des constantes arbitraires : on aura ainsi le mou- 
vement absolu de M dans Tespace , lorsque les mouvemens relatifs 
de m , rdy &c. , autour de lui , seront connus. 

Si Ton multiplie I’^quation differcntielle en x , par 

M£can, ciiL. Tome /, Jl 
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ct I’cquation tliHerciilicllc en jr , par 


il/ “f" 2 . ni ^ 

si Ton mulliplic partiellemcnt I’cquation differentielle en x', par 


— my i~m , 


' 'M-f 

ct lequation (liffcrcnticlle cn^', par 

, , , S.mr 


mx — ni . 


ct ainsi dii ros tc ; si I’cm ajoutc cnsuite toiites ccs equations , cn 
observant que la nature tie la function a, donne 
/dK\ /dK\ 

/dK\ /d>.\ 

o=.x.y,. 

on aura 

( xddy — V( 7 (Z.r 1 T .mx ddy S . m y ddx 

o — 2.m. ^ f ^ — 1 ^^ 2 . 771 .---; 

dt* dl^ dt'^ ^ 

('•quation dorit rinlegralc cst 

(xdy—ydx) ^.mx dy dx 

(it iti-j-li./rt ~dt'^ My- X.m* dt^ 


const. ^1,771 
on 


-M.x.m. 


(xdy—ydv ) 
(It 


+ 


z*mm' . I 


, ((x^^x).(dy--dy}^(y'^y).(dx^dx) 


d t 


}; W 


c clant vine constantc arbilrairo. On parviendra de la nitune ma^ 
iiicrc, aux deux inlcgralcs suivanlcs : 

(xdz^zdx) ^ ^ , ( (x'-^x).(dz' — dz) — (z--z).(dr — dx) 


"^ 31 . 1 , 771 » 


dt 

(ydt—zdy) 


dt 


dt 


-q-r.mm 


^ f • ( dz'—dz) — ( z-^z) . ( dy- dy) 


•( 


dt 


j;(5) 

]m 


('\ c'^ (^tant deux nouvellcs arbilrairos. 

Si Ton niultiplie Tcqualiun differentielle en Jf, par 

im.r/x 

^rnclx — 2 w.“— :: — f 


Icquation dilfc^rcnliclle enj^, par 
2 mdy-^^m 


Jtl 4“ 2 . m 


'Z.mdy 

•iU+Tm'* 



PREMIERE PARTIE, LIVRE IL i3i 


liquation difFerentielle en z , par 


)imdz — 


^.mdz 


A tft, M/ *» ^ HI, • 

si Ton multiplie pareillement Tequation cliffcrentielle en x\ par 


^2171 (lx — 2 m' * 


J’equalion differenticlle en par 




2 mdy — 2 ; 


, ^.mdy 


Tcquation dilKrenlielle en z', par 

f , , 'Si.mdz 

2mdz — 2m . — ; 

ct ainsi du reste j si Ton ajoute ensuilc ces diverses 6qualions, eit 
observant quc 


(dx,ddx4- dy.ddy 4-dz.ddz) ^,'Z.mdx m.ddx 

0==2.2.W,- .3;.—; 

dt* dt* 

a.X.mdy m.ddy a,X,mdz m.ddz mdr 

’^icrrz 7-^ Tr-TT: *3:. — +2M.X. 2.(h2 

ce qui donne en integrant 

co„.u„te =z.m. 

dt* (M-[-X.m),dt^ 


•2 Jf.2. — 

r 


dp' ^ I dl* J 

— {2iIf.2.~4-2A} ,* (7) 

h «5tant une constante arbitraire. Nous sommes dt^ja parvenus a ces 
diverses int<^grales, dans le Chapitre V du premier Livre, relati- 
vement a un systeme de corps qui r^agissent les uns sur les autres, 
d’une mani^re quelconque ; mais vu leur utility dans la th^orie du 
systeme du monde^ nous avons cru devoir les d^montrer ici de 


nouveau. 
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10. Ces itilcgriili.'M clant Ics seules que Ton ail obtenues dans 
I’cUit acliiel (le runaly.se; on est forc6 de reconrir aux metliodca 
d’approxinialion , et de proilter des facilites qu’olfre pour cet objet , 
la constilulion du .systcmc dii monde. Une des principales lient k 
VC que le .systcmc solairc cst partag6 en syslemcs parliels , formes 
par le.s planctes ct par leurs satellites : ces syslemcs sont tels , que 
les distances des satellites a Icur planetc , sont considerablement 
[)lus pel lies que la distance de Ja planete au soleil; il en resulte 
qu(; ruction du soleil 6 tan I a-peu-pr^s la meune sur la planete et sur 
ses .siilelllles , ccux-ci se meuvent a-peu-pres, comme s’ils n’obeis- 
soienl qu’a I’aclion de la planete. II en rt^sulte encore cettc propriete 
l emarqualde, savoir que le rnouvement du centre de gravity d’uiie 
planete et de ses satellites , cst a fort peu pres le mtune que si 
Lous ces corps etoient reunis a ce centre. 

Pou r le d^montrer , supposons que Ics distances mutuelles des 
corps m , m', m", &c., soient tres-petilcs par rapport a la distance 
do Icur centre comniun de gravile , au corps AI. Soit 

* — X+AT, ,• jy=r+jy^ ,■ z = Z + z, ; 

.x'=X+ x! ; y=^ +y/ i ^ i 

&c.; 

X, Zj dtant Ics coordonnees du centre Jc gravite du systemc 
des corps m', &c. ; rorigine de ces coordonnees 6tant , ainsi 

que celle des coordonm^cs or, &c., au centre de 

Ilestclairque .scrontles coordonnees de &c., 

relalivcincnt a lour centre comniun dc gravitd ; nous les suppo- 
serons tres-petites du premier ordre par rapport a X, Z. Cela 
posd, on aura, comme on Ta vu dans le premier Livre, la force 
qui sollicilc le centre de gravity du systeme , parall^lement a une 
droitc quclconquc , en prenant la somme des forces qui animent 
les corps , parallelement a cette droite, mullipli^cs rcspectivement 
par leurs masses, ct en divisaiit cette somme, par la somme des 
masses. On a vu de plus, dans le memo Livre, que Taction mutuelle 
(Ics corps lit\s ctitrc cux, d’une manidre quelconque, n’altere point 
le rnouvement du centre de gravite du systeme , et par le n®. 8 , 
Tallriiction mutuelle des corps n’influe point sur ce rnouvement ; 
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il suffit done dans la recherche des forces qui animent Ic centre 
de gravity du sysl^me , d’avoir ^gard a raclion du corps etraii- 
ger a ce systeme. 

Laction deifcfsur /w, decompos(5opai*allelementaraxedes:r, ct en 

M.x 

sens contraire de leur origine, est ; la force entiere qui 

sollicite paralleleinent a celte droite , le centre de gravity du sys- 
t^me des corps &c. , est done 

M.Z.— 

iTm* 


En suhslituant au lieu de et de a-, leurs valeurs, on a 

a' 

SI Ton neglige les quantiles tr^s-petiles du second ordre , c’cst-a~ 
dire,, les quarres et les produits des variables 
que Ton desigue par R , la distance + du centre de 

gravite du systeme , au cori)s ilf ,* on aura 

x_X X, ZX. {Xx,+ Yy,+ Zz) 


En marquant succcssivement d’un trait , de deux traits, &c. , dans 
le second inembre de celte equation , leslettres auni 

x' x" 

les valeurs de — , — , &c. j mais on a, par la nature du centre de 


gravity , 

o:=zX.my, ; ,* 

on aura done , aux quantitds pres du second ordre , 

mx 


M.X.- 


M.X 


ainsi, le centre de gravity du systeme est a tr^s-peu pr^s sollicite 
parallelement a Faxe des x , par Faction du corps M, com me si 
tous les corps du systeme etoient r^unis a ce centre. Le meme 
resultat a evidemment lieu relativemqnt aux axes desj^ et des zy en 
sorte que les forces dont le centre de gravity du systeme est anime 
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. 1, . 1 M.Y M2 

paralleleincnt a ccs axes , par 1 action clc M , sont — ct 

Lorsque I’on consiclere le mouvement relalif du centre de gra- 
vii6 du systeme aulour dc il faut lui transporter en sens con- 
Iraire 5 Ja force qui sollicite cc corps, Cette force resultante de 
I’aclion dc /ri , m\ rri\ &c., sur My ct dccoinposee parallelement 

aux X y en sens conlraire de Jeur originc, est s. — y si I on ne- 
glige les quantiles du second ordre, celte fonction est, par ce qui 
prec^'dc , (5galc a 

X.S.m 

~~R^* 

Parcillcment , les forces doiit itfest aninie par Tactiou du systeme, 
parallelement aux axes des y ct dcs z , cn sens contraire de leur 
originc , sont 

-jr - » ~W~'' 

On volt ainsi , quo Taction du systenie sur le corps My est a tres- 
pou pres la iiiemc qiie si tons ICvS corps de ce systeme eloient reiinis 
a leur centre coniiiuiu de gravitc. En Iraiisportant a ce centre, et 
avec nil sigiie coiitrairt? , Ics trois forces precedentes j ce point sera 
sollicite parallelement aux axes dcs Xy des y et des r, dans sou 
mouvement relalif autour dc My par les trois forces suivantes ; 

X Y Z 

— ("iW+Z . -^[M + T.m) ; —[M+T,m}.—y 

Ces forces sont les nuuiies ([uc si tons les corps m , m\ m \ &c. , 
«^toicnt rciinis a leur centre commun dc gravitd; ce centre se meut 
done aux quantiles pres du second ordre , conime si tons ces corps 
y ('‘loient reunis, 

11 suit de-la , que si Ton a plusieurs systemes dont les centres de 
gravitc soienl fort eloignes les uns des autres , relativement aux 
distances respeclives des corps de chaque systeme 5 ces centres 
aeront mus a fort pen pres, comme si les corps de chaque systenie y 
iftoient reunis j car Taction du premier systeme sur chaque corps 
du second systeme , est, par co qui vient d’etre dit, la merae a 
tres-peu pres que si les corps du prcmiei' systeme etoient reunis a 
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leur centre comraun de gravite ; Taction du premier systeme sur 
le centre de gravite du second , sera done , par ce qui precede , 
la meme que dans ceite hypotliese ; d’oii Ton pent generalement 
conclure que Taction reciproque des difKrens systemes , sur leurs 
centres de gravit 6 respeclifs, est la meme que si les corps de cliaque 
systeme y ^toient r^unis, etqu’ainsi, ces centres se meuvent, 
corame dans le cas de cette reunion. II est visible que ce resultat a 
egalement lieu , les corps de cliaque systeme etantlibres, ou li 6 s 
entre eux d’une maniere quelconque ; parce que leur action mu- 
tuclle n’influe point sur le inouvemeiit de leur centre cornmuu do 
gravite. 

Le systeme d We planete agit done a tres-peu pres sur les autres 
corps du systeme solairc , comme si la i)]anete et ses satellites 
^toient reunies a leur centre commun de gravite ; et ce centre est 
attir(^ par les dilTercns corps du systeme solairc, comme dans cello 
hypotliese. 

Cliaque corps celeste 6 tant la reunion d’une infinite de molecules 
donees d’un pouvoir attractif, et ses dimensions etant tres-petites 
rclativement a sa distance aux autres corps du systeme du monde ; 
son centre de gravity est a tres-peu pres attire , comme si toutc sa 
masse y etoit reunie; et il agit lui-meme sur ces difi't^rens corps, 
comme dans cette supposition 5 on pent done, dans la rccberchc 
du mouveraent des centres de gravite dcs corps celestes, considercr 
ces differens corps comme autant de points massifs places a leurs 
centres de gravite. Mais la sphericite des planetes et dc leurs satel-' 
lites , rend cette supposition d^ja fort approclide , bcaucoup plus 
exacte encore. En clfet, ces divers corps peuvent elre con 8 kk!re 3 
comme 6 tant formes de couches a tres-peu pres splieriques , d’line 
densite variable , suivant une loi quelconque ; ct nous allons faire 
voir que I’action d’une couche splierique, sur un corps qui liii 
est ext^rieur , est la meme que si sa masse etoit reunie a son centre. 
Pour cela , nous allons ^tabJir , sur les attractions des spli^roidcs , 
quelques propositions g^n^rales qui nous seront tres-utiles dans 
la suite. 

1 !• Solents, r, les trois coordoiinees du point attire que 
nous d^signerons par m ; soit dM une molecule du spli^roide , 
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ol y, z\ Ics coordonndcs cic cclte molecule ; si Ton nomme f 
sa deiisile, p (5 taut une fonclion de x\y\ z\ independante de y, z / 
on aura 

clM^p.dx'.dy.dz^ 

L’actioiidc dM sur //z, decompos^e paraliyement a I’axe des x, 
et dirigce vers leur origiiie , sera 

p . dx* . dy' .dz .(x^x ) 

ci par consequent cllc sera <^*galc a 


w.- 


p.dx .dy .dz 


— < \/(x-x')^+ ( y—y')'+(z — z)^ f 

i • 

en noqiraant done l’intt‘gralc 

p.dx .dy .dd 

\/ (y — y;* + ^ ^ ^ 

6tcndue a la masse enticrc du spli6roi’dc; on aura — 

Paction totalc du sph^roidc sur le point /tz, decomppsde paralltde- 
Qienl a Paxe dea x^ cl dirigec vers Icur originc. 

cst la somnie des molecules du splieroide , divis(5es par leurs 
distances respectives au point altiri^ j pour avoir Pattraclion du 
splieroide sur cc point, parallelenient a une droite quelconque , il 
I’aut done considt^rer comme function de trois coordonn<^es rcc- 
Unglcs , dout Pune soil parallcle a cclte droite , et diffdrcnlier 
pcltc fonclion rclativcmcift a cclte coordonnee^ Ic coellicient de 
cclte (liilereiitielle , j)i is avec nn signe conlraire , sera Pexpression 
de I’allraction dii splieroide , parallelcment a la droite donnee, et 
dirigec vers Porigine de la coordonnee qui lui est parallele. 

Si I’on rcpreseiiteparCjla fonclion { (x-’x')*+ 0'—^/+ ( z—z ')' } 
on aura 

r^fC.p,dx'.dy.dz\ 

L’intt^gration n’dtant relative qu’aux variables x\ y\ z\ il est clair 
qiie Pon aura 


.ddV\ , (ddV\ ^ (ddV\ 


_ r* 


(/dd>t\ /ddC\ /ddC\) 



\•b^ 
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niais on a 


/ddt\ /dd:\ /dd:\ 

on aura done pareillement 

/ddV\ fddV\ /ddl'\ 

cette Equation remarquable nous sera de la plus grande utilil6 dans 
la tlieorie de la figure des corps celestes. On peutiui donner d’aulres 
formes plus commodes dans diverses circonstances ; concevons , 
par exemple , que de rorigine des coordonnees , on m^ne au point 
attire, un rayon que nous nommerons r; soit 9 Tangle quo co 
rayon fait avec Taxe des x, ct '»■ Tangle que le plan formd par r et 
par cet axe , fait avec le plan des x et des y on aura 


:r.sin.5,siii.iry 


^=:r.cos. jy = r. sill. 0. cos. -a- y x = r.sin.5,siii. iry 
d’ou Ton tiro 

^ = V/**+.r*+> 1 ! lang.'<r=^; 

on pourra ainsi avoir les differences parliclles de r, et relalU 

vement aux variables x , ^ , x y et Ton eii conclura les valeurs de 

/ddF\ fddV\ (ddV\ . „ , _ , . 

\'Z?’ /’ ’ \d7 ^ dillerenccs partielles de relatives 

aux variables r, 0 et 'ar. Comme nous ferons souvent usage do ces 
transformations des differences partielles j il est utile d’en rappclcr 
ici le principe. Eii consid^rant comme fonction des variables 
X, y, X, et ensuite, des variables r, 0 ct '»-y on a 

Pour avoir les differences parliclles j 

fautfaire varier que x, dans les expressions preeddentes de r, cos. 0, 
et tang, 'sr j en differentiant done ces expressions , on aura 
f dT\ - / \ sm. 0 /d®’\ 

s = p (^57j=oj 

CG qui donne 

MIcan. c£jd. Tome L S 
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On aura done ainsi , la difl( 5 rence partielle differences 

par tidies de la fonclion prises par rapport aux variables r, ^ 

/dr\ 

et ]]n (lifTercntiant dc nouveau, cette valeur de ( jj aura la 
diinh’ence partielle ^ differences partielles de prises 

pur rapport aux variables r , 6 ct On aura, par le meme pre- 
cede , les valeurs dc 

On transformcradeceltenianiere,r6quation (-^^),dans la suivante : 

(cldV\ 

fddl^ cos.d fdV\ , (dd.rV\ ^ ^ 

el si Ton fait cos. 9 = f* , cette dernicrc Equation deviendra 
f.f. . AO'Ms /ddV\ 




+ ^ + r. 

1 — 


-) ,(Q 


12. Supposons main tenant que le spherui'de soit une couclie 
splieriqiie dont roriginedes coordonn6es soit au centre* ilest clair 
<[ue y lie d( 5 pendra que de r, et qu’il ne renfermera ni ni '©^3 
Tequation ( C) donnera done 


fdd,rV\ 


ffoii Ton lire cn integrant , 

r 

A q\B elant deux constantes arbilraires. On a done 

Vd7y'“ 7* 

(d v\ . . 

\177 / pr<^cedc , Paction de la couclie spli6- 

rique sur le point d^coniposce suivant le rayon r, et dirig^e 
vers le centre dc la couclie 3 or il est clair que Paction totale 

de la couclie doit etre dirigde suivant ce rayon 3 — 

done Paction totale dc la couebe spberique sur Ic point nu 
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Supposons d’abord ce point plac6 au-dedans de la coiiclic. S’il 
^loit au centre meme , I’aclion de la couclie seroit nulle j on a done 


et par consequent 


— =o, lorsqiie r=o, 


ce qui donne 



= o , quel que soit ry d’ou il suit qu’uu 


point place dans I’interieur de la couclie , n’en epi’ouve aucune 
action, ou , ce qui revient au meme, il cst egaloment attire de 
toutes parts. 

Si le point m est sitiie au-deliors dc la couclie spherique ^ il est 
visible qu’en le supposant inliniment eloigne de son centre , Tac- 
tion de la couclie sur ce point , sera la meme que si toute la masse 
de la couclie etoit reunie a ce centre ; en nommant done M la masse 


de cette couebe^ 



ou “ deviendra dans ce cas, dgal a 


ce qui donne B = on a done gdn^ralement , par rapport aux 
points extericurs , 

(dV\_M 
\dr)'^ r* ^ 


e’est-a-dire que la couclie spherique les attire , comme si toute sa 
masse etoit reunie a son centre. 

Une sphere etant une couclie spheudque dont le rayon de la sur- 
face interieure est nul ; on voit que son attraction sur un point plac6 
a sa surface ou au-dela , est la meme que si sa masse 6ioii reunie k 
son centre. 

Ce ri^sultat a encore lieu pour les globes formds de couches con-* 
centriques d’une densite variable du centre a la circonfereiice , 
suivant une loi quelconque ; puisqu’il est vrai pour chacune de ces 
couches : ainsi , le soleil , les planetes et les satellites pouvant etre 
consider^s a tres-peu pres , comme des globes dc cette nature, ils 
attirent a fort peu pr^s les corps ext^rieurs , comme si Ton suppo- 
soit leurs masses reunies a leurs centres de gravity ; ce qui est 
conforme a ce que nous avons trouv6 par les observations , dans lo 
n®. 5. A la v6rit6 , la figure des corps celestes s’6carte un peu de la 
sphere y mais la difiKrence est tr^s-petite , etrerreur qui en riSsulto 
sur la supposition pr^c^dente , est du mSme ordre que cette diflK- 
rence , relativement aux points voisins doleur surface ; et relati- 

S a 
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vomcnt aux points doign^s , I’crreur est clu m^me ordre que le 
produit de cclte difference, par le quarre du rapport des rayons des 
corps allirans , a leurs distances aux points attires 3 car on a vu , 
dans Ic n”. 10, que la consideration scale de reloignement des points 
attires , rend I’crreur dc la supposition prdc6dente , du meme ordre 
que le quarre dc ce rapport. Les corps celestes s’attirent done a 
tres-peu pres , comine si leurs masses ^toient reunies a leurs cen- 
tres de gravity, non-seulemcnt parcc qu’ils sont fort doignes les 
ims des autros , relativemerit a leurs dimensions respectives 3 mais 
encore parce que leurs figures different tres-peu dc la spliere. 

La propriete donl les spheres jouissciit dans la loi de la nature , 
d’atlirer comme si leurs masses etoient reunies a leurs centres , est 
tres-rcinarqualde, et Fonpeut etre curieux de savoir si elle a lieu 
dans d’autres loix d’attraction. Pour cela , nous observerons que si 
la loi de la pesanteur est telle qu’une sphere homogene attire un 
point place au-d(‘hors , conime si toule sa masse etoit ri^unic a son 
centre 3 le niemc resullat doit avoir lieu pour unc couchc spheri- 
que d’une epuisseur constantc 3 car si Fon enlevc a unc sphere , unc 
couehe spliorique d’une < 5 paisseur constantc, onformcra unc nou- 
velle sphere ePun plus petit rayon , mais quiaura, ainsi que la pre- 
miere, la propriiUe d’attircr, comme si loiite sa masse etoit reunie 
a son centre 3 or il est evident que ccs tleux spheres ne peuvent 
avoir cette propriete commune, qu’aulaut qu’elle Fest encore a la 
couchc spheriqiie qvii forme leur difference. Le probleme se reduit 
done a diHermincr les loix d’attraction suivanl lesquelles une cou- 
chc spherique d’uno epaisseur iiifinimcnl petite ct constantc , attire 
un point cxlerieur, commo si toute sa masse etoit reunie a son 
centre. 

Soil r la distance du point attire au centre de la couche spheri- 
que 3 u le rayon dc celte couche , et du son epaisseur. Soit B Fangle 
quo le rayon ii fait avec la droite Fangle que le plan qui passe 
par les deux droites r et w fait avec un plan fixe passant par la 
droite r Feleiuciit de la couchc spherique sera f/L sin. 1 

Si Ton nomme ensuite/Ja distance dc cet ijlement au point atlir^ , 
on aura 

r’— 2 ru,cos .9 + u\ 
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Rcprdsentons par kbi de I’altraclion a la distance f- Pac- 
tion de 1 delimit de la couclie, sur lo point attire, deconipoa^e 
paialleleinent a r, et dirigee vers Ic centre de k couche, sera 

(r — u.cos. d ) 


niais on a 




r— u . cos. d 


/ 


-‘Hf): 


ce qui donne a la quantite precedentc , cette forme 

partant, si Pon designe/d/. ^ (f) par,//;, on aura I’aclion enlierc 
clc la couche sphdrique, sur Ic point attircS aumoycn dePintegnile 

u . u .fdi>. dfl. sin. fl. ,//;, dilTcrentiee par rapport a r, ct di viseo 
par ar. 

Cette mtegralc doit dre prise rclativement k ^ , depuis «=o 
deXnr circonkrence, et apres cette integration, ellJ 

2 . d ./d fl . sin. 9 . 

o- etant le rapport de la denii-circonkrcncc au rayon. Si Pon diffe- 
rcncie la valeur de/ par rapport a 9 , on aura 




d 5 . sin. 9 = 


ru 


et par consequent, 

2 :r. «»d«./d9. sin. 9. CfJ = 2 c/;. 

L’mtegralc relative a 9, doit ^tre prise depuis 9 = o jusqu’a 9 = ^ 
e a ces deux on a/=r-«, et/= r+«; ainsi Pinkgrale 

donc//d>?;//;=TcO^^ 

tZlHi^rrin ti'T.udu 

»..iEcie„l de dr , dm. U differniUelfe d„ .econd membre de 

couche^nfr” ’ rapport a r, donnera Puttraction de la 

couche splkrique, sur le point attir^ 5 et il est facile d’en conclure 

que dans la nature oix t(f)= — ^ cette attraction est t 5 gale a 
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^f/r.u*da , » T < 11 1 A 

— y c cst-a~uirc , qu elje csi la nicme quo si loute la masse de 

la couclic spli^rique eloit reunie a son centre ’ ce qui fournit une 
nouvelle clcinonstration de k propriele que nous avons elablie 
prcccdciiimcrit sur raltraction des spheres. 

lleteriiiinons niaintcnaiil <P(f), d’apres la condition que I’altrac- 
tion de la couclie est la meme que si sa masse eloit reunie a son 
ceiilrc. Celle masse est 6gale a 47r. u*duj et si eJle eloit reunie a son 
centre, son action sur le point altir^S, seroit ^'yr.u*du>(p(r) ; on 
aura done 




udu* (r* 




4 TT. u^d u.<p( (I?) 


dr 


cn integral it par rapport a r, on aura 

-{(r^ru) — r — u) ~ 2 ru*Jdr.(p(r)-\^rU , 

U etant une fonclion de u cl do constantes , ajoutee a I’integrale 
i 2 u . Jd f\ <f> ( r). Si Ton repr<^*scnte 'i'(r-^u) — 4Cr — ) , par R , on 
aura, cn dillerenliant reqiialion precedente, 

/ddK\ 

\dF) 


= 4w,^(r^-fa /'«• — 77 -- ; 


dr 


/ddR\ fddU\ 

jTiais on a, par la nature de la fonclion R , 


pa riant 


2//. I 


(ddR\ 
2 ^(r) + r 


/ddR\ 


d.-.(r) 


dr 


}=r. 


/ddU\ 


ou 


tir(r) d.tp(r) 

■ d”" 


(ddU\ 

\J7} 


r dr 

Ainsi, lo premier membre de celte Equation etant ind^pendant 
de u , ct le second membre ^tani ind(^pendant de r , chacun de ces 
membres doit 6 ire ^gal a une constante arbilraire que nous desi- 
gnerons par 3 ^ ; on a done 


d.t{r) 

r dr 
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d’ou Ton tire en integrant , 

B 

B ^tantune nouvelle constantc arbilraire. Tonics les loix d’atlrac- 
tion dans lesqnelles une sphere agit sur un point exlerieur place a la 
distance r de son centre, comnie si loule sa masse etoit reunie a ce 
centre , sont done comprises dans la formulc geiithalc 

^ B 
r* 

il est aise de voir qu’en effet, cette valeur satisfait a rc'cpialion (D) 
quels que soient et B, 

Si Ton suppose on aura la loi de la nature, et Ton voit que 

dans le nombre infini dcs loix qui rendenl ratlractioii Ires-petitc a 
de grandes distances, celle de la nature est la scule dans laquellc les 
spheres ont la propriete d’agir,comme si leurs masses etoient reu- 
nies a leurs centres. 

Cette loi est encore la seule dans laquellc un coi ps plac6 au~ 
dedans d’une couche sph^rique , par-tout dVgale dpaisseur, est ^ga- 
lement attir6 de toutes parts. II resulte do I’analyse precedenle, 
que I’attraction de la couche spherique dont Tepaisscur est du, sur 
un point plac^ dans son iiitcrieur , a pour expression , 


( ) 

Pour que cette fonctionsoitnulle, on doit avoir 

— 4(^ — r) = r. U , 


U ^tant une fonction de u, independante de r, et il est facile do 


voir que cela a lieu dans la loi de la nature ou (p(f)-=. 



pour faire voir que cela n’a lieu que dans cette loi , nous designe- 
rons par difl<6rence de 4(f)^ divis^c par df; nous de- 
sign erons encore par 4 difference de 4 > <livisee \)iXYdf, 

ct ainsi de suite ; nous aurons ainsi , en difKrentiant deux fois de 
suite , r^quation pr^c^dente , par rapport kr. 


4^'(u4rr) — 4Yw — rj=o. 

Cette Equation ayant lieu, quels que soient w et r, il en r^^sulte que 
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doit ctre ^gal a unc constante, quel que soil et qu’ainsi 
4'" (f)~ o ^ or on a, par ce qui precede , 

d’oii Ton lire 

on a done 

o = 12 . ^ (f) -f/ .<p'(f) ; 

B 

~~ , et par 

la nature, 

l3. Heprenons lV*qnation (C) dun®, ii. Si Ton pouvoit inte- 
grer generahuiu :nt eette equation ^ on auroit unc expression de 
qui renf(j;nncroit deux fonclions arbilraires que I’on delerniineroit 
en eliereJiant J’altraction du splieroide sur un point situ^ dans uno 
position qui taeiJite eette rcclierehe, ct en coniparant eette attrac- 
tion a son expression gthn^rale. Mais rintegratiou de Tequation ( C) 
nVst possible que dans qiielqiies cas particuliers , tels que celui oil 
le sphcrbidc attirant est une sphere, ce qui r^duit eette ('‘quationaux 
dilKrcnccs ordinaires ; elle est encore possible dans le cas oil ce 
•plierbule ( st un eyiindre donl la base est une courbe rentrante , ej: 
dont la longueur est inlinie : on verra dans le troisieme Livre, que 
ce cas parlieulier renrermc la theorie des anneaux de Saturne. 

Fixons rorigiiic des r> snr I’axc inenie du eyiindre que nous 
snpposiu ons tl’unc longueur inlinie de chaque cote de eette origine, 
Fu nonniiant r' la distance du point attire , ii Taxc j on aura 
/ =r r. 1 |U“. 

II est visible que /^nc dt^pend que dc r et de « , pnisqu’il est lo 
jneine pour tons les points relativeinent auxquels ces deux varia-^ 
bles sont les nienies; il nc renferme done qu’autant que / est 
fonclion de eette variable j ce qui doniie 


consequent, la loi de 


ce qui donne cn integrant, <(^(f) 



J’(5quatlon (C) devient ainsi, 
; /ddV\ 




d’oii 
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d’ou I’on tire en integrant , 

<p{r. cos. — 1 . sin. « ) +4 { /. cos. '»— /• V — i . sin. '») ; 

<P ( r) et •\'(r) ^tant des fonclions arbitraircs de r\ que Ton pourra 
determiner, en cherchant ratlraclion du cylindre, lorsque 'v est 
iiul , et lorsqu’il est dgal a uii angle droit. 

Si la base du cylindre est un cercle, /^sera 6videmment line 
fonction de r', independante de ; I’equation precedente aux diffe- 
rences par tie lies deviendra ainsi , 


ce qui donne en integrant , 


/dr\ H 


H 6tant line constante. Pour la dc^terminer , nous supposerons r' 
extreme ment grand par rapport au rayon de la base du cylindre, 
ce qui perinet de considerer le cylindre comme une ligne droite 
infinie. Soit ^ cette base , et z la distance d’un point queloonquc 
de I’axe du cylindre , au point oil cet axe est rencontre par r',- 
Taction du cylindre consider^ comme concentre sur son axe, sera 
parallel ement a r', c^'gale a 

^ At' . dz 

Tint^grale 6tant prise depuis z = — oo , jusqu’a z = oo ; ce qui re« 
Si A fdV\ 

duit cette int^grale a — ; c’est Texpression de — ( j , lorsque r' 

esttr^s-consid^rable. Enlacomparantalaprec6dente,ona-Er= iJv/, 
et Ton voit que quel que soit r , Inaction du cylindre sur un point 

exterieur , est — 
r 

Si le point atiir6 est au-dedans d’une couche cylindrique circu- 
laire, d’une ^paisseur constante, et d'une longueur infinie; on a 

encore — ^ comme Tattraction est nulle , lorsque le 

point attir6 est sur Taxe meme de la couche , on a //= o , et par 
consequent, un point plac^ dans TinU^rieur de la couche , est c^ga- 
leraent attir^ de toutes parts. 

JVli;cA>r, cifiL. Tome L T 
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l4* On pent ^tendre an mouvement d'un corps, les ^ua- 
lions (-^), (B) et (C) du n®, ii , et en tirer une Equation de 
condition tres-utilc, soit pour verifier les calculs de la th^orie, 
soit pour verifier Ja tlieorie nieme de la pesanteur universelle. Les 
cqualioiis dilTerentiellcs (i), (2), (3) dun®. 9, qui d^terrainent 
Ic iijouvement rektif de m autour de M , peuyent etre mises sous 
cette forme 5 


dda 

ITt 


’ 


(0 


^ , n t M+m m .(x X ’\‘yy 4-zz') x , 

Q elant ^gal a S . -■] — • el il est facile de 

r r» m 

voir que Ton a 


_ /ddQ\ 




(E) 


si les variables x\ y\ z', &c. , que Q renferme , sont inddpen- 

dantes des at, y ct z. 

Transformons les variables x^ y ^ z , en d’autres plus commodes 
pour les usages astronomiques. r <Stant le rayon raen6 du centre 
de M a celui de m , nous nommerons Tangle que la projection de 
ce rayon sur le plan des x ct desy, fait avec Taxe des ar; et 0, 
Tinclinaison de r sur le mtmie plan ; on aura 
x~r^ cos. 9 . cos. v ; 
y = r. cos. B , sin. ^ ; 
z'=:.r* sin. 0. 

L’cquation (E) rapport^e a ces nouvelles variables, sera par le 
n^ii, 

/ddQ\ 

fii Ton multiplie la premiere des equations (i) , par cos. fl.cos.i^; la 
scconde, par cos. fl.sin.f/,* la troisieme, par sin. et si pour 
abrt'ger , on fait 




ddf Ttdv^ 


d^ 

on aura, en les ajoulant , 


dt^ 


cos.*fl- 


dt* 


M 
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Parcillement , si I’on multiplie la premiere des Equations (i) , par 
— r.cosJ.sin. ; la aeconde , par /-.cosJ.oos.^, et qu’ensiiile on 
les ajoute , et quo Pon suppose 


iV'=- 


dt 


oil aura 


\dv / 


Enfin , si Ton multiplie la premiere des 6quatiou3 (i), par 
— r . sin. 9 . cos. ,* la scconde , par — r, sin. ® • sin. ^ y qu’on les ajoulc 
a la troisieme , multipliee par cos. 9 , et que Pon fasse 
dd9 dv* . . , ardrdd 

ll? 

on aura 


P'^r*,-^+r*.^.sin. O.cos.fl-f * 


de 




don- 


IjCs valeurs de r, et 9 , renferment six arbitraires introduites par 
les int(!5grations. Considerons trois quelconques de ces arbitrairei 

que nous designerons par a, bj cj Pequation 
n era les trois suivantes : 

'du\ , /ddO\ /d^\ fdM'\f 

Xd^J 


/ddQ\ /dr\ /ddQ\ /Jp\ fddQ\ fd^\ 
\dr*/ \f/a/ \da)'^\drd&) \da) 

/ddQ\ /dr\^/ddQ\ /d.\ /ddQ\ /d9\_A 


dM\ 


db 




/ddQ\ /dr\ /ddQ\ /di>\ /ddQ\ /d6\ / dM'\ 

{l ?' ) • ■ (<icj ■"( rfc j* 

On tirera de ces Equations , Ja valenr de . etsi Ton fait 

\dbj \dc/ \^J \<"/ 

(dv\ /S\ /dv'^'/d6\ 

” ~ \dc)' I'dc 


_A^V /d6\ fdv\ /^N 
'~\di)'\<&)'~\di,)'\da)' 


T i 
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.fdr\ fdv\ /d»\ /dr\ /dv\ /d 6 \ 
~~\daj’\db)'\dc) \da)’\dcj‘\db) 

\d/) J * \dc J \da ) \db ) * \ da )* \dc ) 

\«/c/ \da) \db) 

^ f^^Q\ fdM\ /dM\ /dM'\ 


Si Ton fait pareillement 


"'=ao-(x:)-(£)-(£)>' 

rnm^yaym-- 

l’($quation iV'= clonnera 

}Dafin , si Ton fait 

”-(£)• (£)-(i') •(£)•■ 

r^qualion P' = ’ donncra 

L’equation (F) deviendi'a ainsi , 
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, /dM'\ .. /dM'\ . /rfjirx 

()rii/M.r’co3.*8.f — J+nr*. cos. 6.1 -j^j+p. r*. cos.' $.(— — j 


•f • cos.® 0 


(S) 


+ rt".COS, 


4* C. {2 ri^f '.C 08 .®*d—P'. sill, d.cos. 


Dans la th^orie cle la lune , on neglige Ics perturbations que sou 
action produit dans le raouvement relatif du soleil autour de la 
terre , ce qui revient a regarder sa masse comme inliniment petite, 
Alors les variables z\ relatives au soleil , sont indt^pendantes 
de X , z , et Tequation (G) a lieu dans cette thdoric ^ il faut done 
que les valeurs trouv(5es pour r, ^ ct d , y satisfossent , ce qui donne 
un moyen de verifier ces valeiirs. Si les inegalites observ^es 
dans le mouvement de la lune^ sont ler^sultat de rattraclion mu- 
tuelle de ces trois corps , le sol^l, la terre etla lune, il faut que les 
valeurs de r, & d , tlrees des observations , satisfassent a Tequa- 
tion (G), ce qui donne un moyen de verifier la theorie de la 
pesanteur universelle j car les longitudes moyennes de la lune , de 
son perigee, ct de son noeud ascendant, entrent dans ces valeurs , 
et I’on peut prendre pour a, c , ces longitudes. 

Pareillement , si dans la theorie des jilan^tcs, on neglige le 
quarre des forces perturbatrices , ce qui est presque toujours per- 
mis j alors , dans la theorie de la planete dont les coordonne^es sont 
X, , z , on peut supposer que les coordonnees x\ y\ z\ x'\ &c. 
des autres planetes , sont relatives a leur raouvement elliptique, 
et par consequent , independantes de Xjj', xy Tequation (G) a done 
encore lieu dans cette theorie* 


l5* Les Equations difl'^rentiell^s du n®. pr<^cddent , 
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ne sont qu’une combinaison des Equations dififerentiellcs (/) da 
m^me n®. , inais elles sont plus commodes , et plus adaptees aux 
usages astronomiques. On peut leur donner d’autres formes qui 
peuvent ^tre uliles dans diverses circon stances. 

Au lieu des variables r et 9 , consid^rons celles-ci uet s, u 6 taut 

("•gal a j ou a I’unit^ divis^c par la projection du rayon vec- 

teur , sur le plan des x et des y ;e\,s ^lant (^gal a tang.^ , ou a la 
tangente dc la latitude de m au-dessus du meme plan. Si I’on mul- 
tiplie la seconde des c^quations {H) par r*c/i^.cos.“ & , el qu’ensuite, 
on I’inlegrc ; on aura 

h ^tant une constaiite arbitraire^ on a done 
df- 


Si Ton ajoiiic la premiere des (^nations (N) nmllipliee par — cos, 9 , 

.1 • • 1 t . 1* / 

a la troisn ine multipli^ par — on aura 


dr* 


d’oii Ton live 


En subslituant pour c/^, sa valeur precddenle, et regardant dv 


comme constant , on aura 
ddu 

o = -rr + 11 


/d(7\ du ^ 

dy* ' "^\dfv/ u*dv \dw/ u \ds ) 

La troisi^mc des Equations (11) deviendra de la meme maniere, 
en y Iraitant dv comme constant, 

(g) 


dy^ 


■+P + 
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On aura done, au lieu des troia equations diiBKrentielles (jH), les 


guivantes : 


dt^ 


di/ 


ddn , ^ f^Q\ 

^ \du/*u*dsf \<fw/ li / 


(it) 


Si Von vent 6viter les fractions et les radicaux ) on pourra donner 
u ces Equations , la forme suivatile : 



En employant d’autres coordonnees, on formeroit de nouveaux 
systemes d’^uations diff^renlielles : supposons , par exemple, que 
Von change les coordonn^es ar elj', des Equations (i) du n^ i4, 
en d’autres relatives a deux axes mobiles situes sur le plan de ces 
coordonn^es , et dont le premier indique la longitude moyenne du 
corps m,tandis que le second luiest perpendiculaire, Soient x, etf, 
les coordonn^es de w, rclativement a ces axes, el d^signons par 
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nt+ij la longitude moyenne de ttj, ou Tangle que Taxe mobile 
des Xf fait avee Taxe des x / on aura 

X = x^. cos, Bin. (nt+t) ; 
y = AT, .sin, (nt+t) / 

d’ou Ton tire , en supposant d t constant, 

ddx . cos. ddy . sin. -f- f ^ = ddx, — 2 ndy , . dt y 

ddy . cos. (ni -f- « ) — ddx . sin. ('n ^ + 1 ^ = ddy ^ .dt ^-^2 ndx ^ . dt, 

En subslituant dans Q, au lieu dc x et de^, leiirs valeurs prdee- 
tlentes ; on aura 

(^).cos.r«<+0; 

Cela pose, Ics (Equations diff^reniiellcs {i ) donneront les Irois sui- 
V antes : 



Aprfes avoir donn6 les Equations difKrenlielles du mouvement 
d’un systemc de corps souinis a leur attraction mutuefle, et apres 
cn avoir determine les seules int^grales exactes que Ton ait pu 
o])tcnir jusqu’a present; il nous reste a int^grer ces ^.qualions, par 
des approximations successives. Dans le syst^me solaire , les corps 
c(^lestes se meuvent a-peu-pr6s , corame s’ils n*ob6issoient qu’a la 
force principale qui les anime , et les forces perturbatrices sont 
peu considerables ; on pent done , dans une premiere approxima- 
tion, nc consid^rer que Taction mutuelle de deux corps, savoir, 
cclle d^unc planete ou d’une com^te et du soleil , dans la theorie 
des planetcs et des combes ; et Taction mutuelle d’un satellite et de 
sa ylanete ^ dans la tht^orie des satellites. Nous commencerons ainsi 

par 
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par donner une determination rigoureuse du mouvement de deux 
corps qui s’attirent : cette premiei'e approximation nous conduira 
a une secoiide dans laquelle nous aurons egard a la premiere 
puissance des forces perturbatrices ; ensuite , nous considererons 
les quarres et les produits de ces forces ; en continuant ainsi , nous 
determinerons les mouvemens celestes ayec toute la precision que 
les observations comportent 


MiScan. c^l. Tome 1. 


V 
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CHAPITRE III. 


Premiere approximation des mouvemens celestes , ou theorie 
du mouvement elliplique. 


i6.N ous avons cl6ja fait voir dans le premier Chapitre, qu’un 
corps attire vers un point fixe , par une force r^ciproque au quarrc 
de la distance , d^crit une section conique ; or dans le mouvement 
relatifdu corps m autour de M , ce dernier corps etant consider^ 
comme en repos , il faut transporter en sens contrairc a m , I’ac- 
lion quo m cxcrce sur M ; ainsi, dans ce mouvement rclatif, m 
€St sollicit(i vers M , par une force 6galc a la somme des masses M 
et m, divisce par Ic quarrd de leur distance ; le corps m decrit 
done une section conique autour de M. Mais fimportance de cet 
objct dans la theorie du systeine du mondc , exige ([ue nous le 
reprenions sous de nouveaux points de vue. 

Pour ccla, considerons les equations (X) du n®. i5. Si Ton fait 
, il est visible , par le n'’. i4 , qu^n if ayant 6gard qu’a 

I’action rdciproque de M ct do m , Q est ^gal a ^ , ou a ~ • 

les equations (X) deviennent ainsi, 



ddu 

dds 




L’airc dccrite pendant I’element de temps dt^ par la projection du 
rayon veclcur, 6tant 6gale la premiere de ces Equations 

nous apprend que cette aire est proportionnelle a cet ^l^ment , ct 
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qu’ainsi , dans un temps fini , elle est proportionneJle au temps. 
La deiTii^re equation donne en rintcgrant , 

et S etant deux arbitraires. Enlin , la secondc donne par son 
integration 


{\/i+AS + ecos. ®;} = 




' ' ' r 

e et etant deux nouvelles arbitraires. En substituant dans cclte 
expression de w , au lieu de 5 , sa valeur en , ct substituant en- 

d ^ 

suite cetle expression, dans Tequation dt=: ; rintegrale do 


cclte equation donnera t en fonction de on aura done ainsi i', « 
et s , en fonctions du temps. 

On pent simplifier considerablement ce calcul , en observant quo 
la valeur de s indique que Torbite est toute dans uu plan dont y 
est la tangente d’inclinaison sur le plan fixe , et doiil Q est la longi- 
tude du nocud, comptee do Torigine de I’angle t', En rapportant done 
a ce plan, le mouvement de m ; on aura 5 = 0 et >' = 0, cequi 
donne 


1 

U^-z=z {l+^,COS. — 4?-)), 

rh^ * 

Cette equation est a une ellipse dans laquelle forigine des r est au 
foyer : ^ est le demi-grand axe que nous designerons par a; 

e est le rapport de I’excentricite au demi-grand axe \ enlin, est la 

dt/ 

longitude du periheiie, L’equation dt^ devient ainsi , 

I ^ 

dt 

{ i-pe.cos.fv'^ 

Peveloppons le second membre de cette equation , dans une serie 
de cosinus de Tangle 'o-, et de ses multiples. Pour cela, nous 

commencerons par developper — ; ^ , dans une serie 

^ i -pe.co8.(V — 

semblable. Si Ton fait 
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-('v— 


i-{-c .cos.('v/--'sr; ] fv— — (V— 1 


c (5tant le nombrc^ dont le logarithme hyperbolique est Funit^. En 
(levcloppant le second membre de cette equation , en serie ; savoir, 

fi/ — 

le premier terme rclativement aux puissances de c , 

et le second terme relati venient aux puissances de c , 

et en substituant ensuite, au lieu des exponentielles imaginaires, 
le.urs expressions en sinus et cosinus ; on trouvera 
1 1 
1 +e.C08.('v — 'Srj 

« { I— ax. Cos. '»j + 2 x*.cos. 2 ('p — - 2 ^^ — ax\cos.5C^ — &c.}. 

Nommons ^ Ic second niembre de cette Equation , et faisons j^= ~ ; 
nous aui’ons g(5n(Sralement, 

{ 1 + e . cos. (V ^ 1 . 2 , ^ 
dq 6tanl suppose^ constant, et les signes + ou — ayant lieu, suivant 
quo m est pair ou impair. De-la , il est aise de conclure que si Fon 
fait 

1 ^ _i. 

{ 1 -fc.cos. fv — .wj 

( 1 + COS.( sr^+£^*^COS.2(' V— C0S.3('^— •'i^^+SlC. } ; 

on aura , quel que soit i, 

Fi+i/i— e"/ ^ 

le signe + ayant lieu , si i est pair , et le signe •— ayant lieu , si i est 

. . >.1 

impair j en supposant done n=:a ‘.y/ju, on aura 

ndl^dv* { i + ^^'^.cos.Ci^— jS^“),cos.2Cv— 'w^+*E^^^»co8.3fi^— 'sr^+ }/ 

et en intc^grant, 

nt’\'t = *'+.E^‘^sin.('v---^J-[-^,JS?®l.sima('('---^^+y,£^^\sin.3('v — -s-J f&c. 
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^tant une arbitraire. Cette expression de est fort conver- 
gente , lorsque les orbites sont pen excentriques , telles que les 
orbites des planetes et des satellites 5 et Ton pent ^ par le retour des 
suites , en conclure la yaleur de en ^ ; nous nous oceuperons de 
cet objet , dans les n°“, suivans. 

Lorsque la planete revient au nieme point de son orblte , it est 
augments de la circonf^rence que nous repre^senterons toujours 
par 2 TT ; en nommant done T le temps d’une revolution , on aura 

i 

^ iJ'T 2^. a* 

71 ““ |/ 7 t ' 

Cette expression de Tpeut etre immediatement d^duite de I’ex- 
pression diff6rentielle de sans reeourir aux series. Reprenons 

_ .. ^ dv . r*du , . fr''d\/ 

en e£tet, Ixquation dt^ ou Elle donne 

Jr"dv est le double de la surface de I’ellipse , et par consequent, 
il est ^gal a 27r,a% y 1— -e*; de plus , 4 * est egal a jua.f i — / on 
aura ainsi la meme expression de T que ci-dessus. 

Si Ton ndglige les masses des planetes , relativement k celle du 
soleil , on a \//r= [/M; la valeur de est alors la meme pour 

Z 

toutes les planetes ; T est done proportionnel alors a et par 
consequent , les quarres des temps des revolutions , sont corame 
les cubes des grands axes des orbites. On voit que la meme loi a 
lieu dans le mouvement des satellites, autour de leur planete, 
en negligeant leurs masses relativement a celle de la planete. 

ly. On pent encore iiit^grer de cette mani^re, les Equations 
du mouvement de deux corps Af et m , qui sVttirent en raison 
r^ciproque du quarrt^ des distances. Reprenons les (Equations (1), 
(2) et ( 5 ) du n° 9; elles deviennent, en ne considdrant que Tac- 
tion des deux corps Met my et faisant At + m , 


ddj: fJL . X 

ddy u.y 
dt- ^ 
ddz IJL . z 


dt 


r+ 
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Les int^grales de ces'^quations donneront,en fonctions du temps t, 
les trois coordonn^es du corps m, rapport^es au centre 

de M: on aura ensuite, par le n^. 9, les coordonnees n et > 
du corps rapporteea aun point fixe, au moyen des equations 




m X 
M-\-m 


9 


n=a'+b't 


my 




3.= 


mz 


Enfin , on aura les coordonnees de m , par rapport au meme point 
fixe , en ajoutant ^ a ^ a n , et z a > : on aura ainsi le mouvement 
relatif des corps Meirn, et leur mouvement absolu dans I’espace, 
Tout se rediiit done a integrer les Equations dilferentielles ( O). 

Pour cela , nous observdrons que si Ton a entre les n variables 
x^'^K . . • et la variable t dont la difierence est sup- 
posee coristante, un nombre n d’^quations difF6rentielles donnees 
par la suivante : 


o 


~ ^ , 

df dt"^^ 


+ 


B. 






dans laquellc on suppose s success! vement c 5 gal a i, 9, 3 , ..•••72/ 
^ , i 5 , . . . . H ctant des fonctions des variables x^'\ &c, , et 

de t , synidtriqucs par rapport aux variables x^'\ e’est- 

a-dirc, telles qu’elles restent les inemes , lorsque Ton y change une 
quclconque de ces variables dans une autre , et reciproquement j 
on peat supposer 

a^‘), * 


^(n-0 _ 

he , , etant des arbitraires dont le nombre 
est II est clair que ces valeurs satisfont au systenie pro*^ 

pos6 des Equations dilft^renlielles : de plus, clles reduisent ces 
<6quations > a i ^^quations dilKrentiel)es entre les i variables 

Leurs int^grales introduiront nouvelles arbi- 
traires qui, rtninies aux i.(n — i) prec^dentes, formeront les in 
arbitraires que doit donner I’integration des equations difftT^n^ 
tielles proposees. 
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Si Ton applique ce theoreme, aux Equations (O) * on voit que 
z=^ax-\-hy ^ aeih etaut deux arbitraires. Cette equation est celle 
d’un plan passant par rorigine des coordonnees j ainsiTorbite de ;/i 
est toute entiere dans un ineme plan. 

Les Equations (O) donnent 

o= ; (O') 


or en dififerentiant deux fois de suite , I’equation rdr^xdx^ydyJ^xdz^ 
on a 

r,c?V-f 3 c?r.c?c?r=: x*d}x -\-y.d^y + z,d/z 

■]r’b.(dx*ddx-\‘dy.ddy-\‘.ddz)y 


et par consequent , 



En substituant dans le second membrede ceite equation, an lieu dc 
d^x^ dy, J^xr,leurs valeurs donn^es par les equations ( O' ), et 
ensuite , aulieu de ddxj ddy^ ddzy leurs valeurs donnees par 
les equations (0)3 on trouvera 

o=^d,{y.^^-^,^dr. 


Si Ton compare cette Equation aux Equations (O') 3 on aura, en 

_ _ . . - . - , dx dy dz 

vertu du theoreme expose ci-dessus , en considerant — > ^ ’ JI] > 


comme autant de variables particuliferes ct r, 

comme fonction du temps t ; 

dr^h.dx^^y.dy ^ 
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y, 6tant des cpnstantes ; et eii integrant , 
ft* 

r=— + + 

ft* 

— 6tant une constante. Cette Equation combin6e avec celles-ci , 
z= ax-^-by ; r* == it?* -h -c* , 

donne une dquation clu secpncl degre , soit en x et^, soit enx eiZy 
6oit en y et z ; d’ou il suit que les trois projections de la courbe 
dt^crile par m autour de sent des lignes du second ordre, et 
qu’ainsi , cette courbe 6lant toute dans uii meme plan , elle est elle-^ 
incme une ligne du second ordre , ou une section conique. II est 
facile de s’assurcr par la nature de ce genre de courbes, que Ic rayon 
vccteur r (^tant exprinie par une fonction liiidaire des coordonnees 
X y y ; Torigine de ces coordonnees doit etre au foyer de la section. 

ft* 

Maintenant I’t^qualion r= — ^ ^ + y •y y donne en vertu de s 
Equations (0), 



Ell inultipliant cette t^quation par dry et en I’int^grant; on aura 


’ dv 


/a r* 

+ — + A* = o, 


a' 6tant une constante arbitraire. Dc^la on tiro 



cette Equation donnera r en fonction de t et comme ir z sont 
donne^s par ce qui pr^c^de , en fonctions de r; on aura les coor- 
donnees de m , en fonctions du temps, 

1 8. On peut parvenir a ces diverses Equations , par la m^thode 
suivantc qui a I’avantage do donner les aybitraires , en fonctions 
des coordonnees Xyy, Zy et de leurs premiferes differences 5 ce qui 
pous sera tres-udle dans la suite. 

gupposops que = constante , soit une int^grale du premier 

ordre 
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orclre dcs Equations (0), etant fonction dc 


^ nommoiis x'j y ' , z' ces trois dernieres quantiles. L’equa- 
tion y =conslaiile, domiera par sa difierenlialion , 



mais ]es (Equations (0) donneiit 

dx fjLX dy’ fjiy dz (zz 

dt * dt ^ dt 


on a done I’equalion identique , aux dilTcronccs partielles , 




II est dair que toiite fonction dc x, y^z^ x\y\ z\ qui subsliiiiee 
pour dans cc tie equation , la rend idcnliqucnicnt nulle , devieul, 
en I’egalant a une constante arbitraire , une integrale du premier 
ordre des equations ( 0 ), 

Supposons 

y=U^y-^U''+kc., 


U etant fonction des trois variables Xyy,zf U' dant fonction des 
six variables x,yy z, x\ y' z', mais du premier ordre relative-- 
ment a x\ y\ z' ; U" dant fonction des m^mes variables , et clu 
second ordre relalivement a x\y\ z'*, et ainsi de suite. Substiluons 
cette valeur dans I’^quation (/), et comparons s6par6raent i®. les 
termes sans x\ y\ z'y 2°. ceux qui renferment la premiere puis- 
sance dc ces variables ; 5^ ceux qui renferment leurs quarr^s et 
leurs produits , et ainsi de suite j nous aurons 


ldV'\ (dU'\ /dV\ 

, (,IU"\ , , /dU'>\ , /dU»\ ( /dU-r\ (dV'r\ (dU-'\\ 

^ {d^ )+•’' {dy ) +* •(irj-r’ •r( dx r^{ dy )+*{ d,' )] 


M^icak. cj&L. Tome I. 


X 
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L’integrale cle la premiere de ces Equations est, commc Ton salt 
pur la theorie des equations a difiC^rences partielles, 

CA' ~ fonct.{ury— xz'--zx' , X^f^z). 

liU valeii r cle U' devant 6tre lineaire en x', z' ; nous la suppose- 

roiis de celte forme : 




A ^ B ^ C etant dcs constantes arbilraircs. Arrelons ciisuile la 
Yuleur de V au terme en sortc que U"\ 8cc. soieiit mils j 
la lioisicme des (''({ualions (i') dcvicndra 


, /dU'\ , /dU'\ , /dir\ 

«=^H77)+^'(y + -(7r> 


La valcur pix'cc^den te cle U' salisfait encore a celte ec[uation. La qua- 
trieiiic dcs ecj[uations {!') devient 




<!'qualion dont Tintegralc est 

£/'^r= fonct. {ary — yx\ xz' — yz' — zy\ x'^y^z']. 


Celte fonction doit salisfaire a la seconde dcs equations (/'), ct 
Ic premier membre de celte equation inultiplme par dl, est 6videm- 
ment (^*gal a dl/; le second membre doit done etre la differentielle 
cxacte d’lme fonction de x^y, z. Or il est facile de voir que Ton 
satisfait a-la-fois , a cette condition , a la nature de la fonction 
et a la supposition que celte fonction doit etre du second ordre cn 
or', y\ z'j en faisant 


l/= (D E.x'). (xy'--y x') + (D z'- Fx^) . (x z'- z x') 

+ (Ez — Fy).(y z' — zy ^ + G . ('a?'* + j'* 4- ,* 

D ^ E y F ^ G extant des constantes arbitrairesj et alors r ^tant 
t‘gal a V on a 


U= — y. {Dx-\-EylrFz-\-2 G); 

on aura done ainsi Ics valeurs de J7, J7', U"} et Tequation /^= cons- 
tante , deviendra 
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const. =^—^. {Z7a'-}- + — Eix ) ,(xy -^yx ) 

Dz-^Fx*) . (xz*—zx') + (C+ Ez’^Ff ) . (yz^—^y) 

+ G.r^'*+y“+z'*;. 


Cette equation satisfait a Tcquation ( J) , et par consequent aux 
equations difterentielles ( O ) , quclles quo soioiit Ics arbiti'aires 
-^5-0, C, Z?, Fy G, Ell les supposant toules nulles, a 
Texception de a®, a rexceptioii de Bj 3^". a rexccplion de C, &c. , 

dx dy dz 

et restituant "Ft ^ d]^ ^ siura les iiilegralcs 


1 

H 

1 

, xdz - 

— zdx 

„ ydz — zdy 

dt 


Tt " 

^ ” dt 

o =/+*.(;--( 

^dy^-\- dz^\ 

1 , ydy dx 

zdz . dx 

) 

j di' 

^ dt^ ^ 

1 

II 

o 

'dr’-|- dz^^ 

1 ^ xdx . dy 

zdz . dy 

. ) 

j ■*' rit* 

rfr ^ 

o =/'+z. — ( 

^dx^‘\-dy^\^ 

, dl' ) 

*1 xdx . dz 

}+ 

ydy.dz. _ 
dt^ ^ 

(z 2 dr’ 

a r 

-|- dy^-\- dz 

1 




{P) 


Cy c\ c \ /, f ' , f'\ et a etaiitdes coiistantes arbitraires. 

Les equations difl'ercntieJlcs ( O) ne peuveiit avoir que six into- 
grales distinctes du premier ordre, au nioyen desquclles, si Ton eii- 
inine les differences dx^ dj^, r/z , on aura les trois variables x ^y^z ^ 
en fonclions du temps t ; il faut done qu’au moins , Tune des sept 
integrates pr6c6dentes rentre dans les six autres. On voit m^me a 
priori^ que deux dc ces integralcs doivent rentrer dans les cinq 
autres. Ea elfet, puisque relement seul du temps entre dans ces 
integrales ; dies ne peuvent pas donner les variables .r , y , z , en 
fonctions du temps , et par consequent , dies sont insufllsantes 
pour determiner completement le mouvement de m autour de M. 
Examinons comment ces integralcs n’equi valent qu’a cinq inte- 
grates distinctes, 

jtdy— ydz 

Si Ton luuJtipUe la quatrieme des Equations (P) par — , 

Xa 
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1 , . 11 . .1 T • T ^ 

et qu on rajoule a la cinquieme multipliee par — — — ; on aura 

fz(ly--ydz\ / xdz^zdxK /xdy^ydx\ ( fz / dx^ dy'^\) 

.7r-j+/-(.-^j+"-(,-T7-j-l,— (^jl 

^x ly — ydx\^ j' xdx . dz ^ ydy . dz "j 

\ It j‘[ ~df~'^'~d7~ y 


+ 


En sLibstitiiant au lieu cle 


xdy — ydx xdz — zdx ydz ■— zdy 


, leu 13 


dt ^ dt ^ dt 
valours tlonndes par Ics irois premieres des Equations {P); on 
aura 

f'c' — fc" j' /4 dyA I xdx.dz ydy.dz 

c |r \ dl^ / j dt^ 

Celle equation rcnlrc dans la sixieme des inlegrales (P) , eii y fai- 

saut 5 ou, o c" — f'c'+f"c. Ainsi la sixieme des 

inlegrales (P) r^sulle des cinq premieres, et les six arbilraires 
j /> f\ r\ cnlre dies par Tequalion precedcntc. 

Si I’on prend les qnarres des valours do donnees par Ics 

equations (P) , qu’ensuilc on les ajoule ensemble, el qiie pour 
abregei’jon (assc y = /%* ou aura 


dy'^-\- dz^\ /rdr\^] ( d. 

— d ? — )“(■*) 1* r 


dy^-\- dz^ 


dt^ 


2// I 

' ^ ]’■ 


niais si Ton carre les valours de c , </y c\ donnees par les monies 
equations , qu’ensuile on les ajoule, et que Ton fasse c* + 
ou aura 

liquation pr(5cedente devient ainsi, 

dx'^-\- dy^-\- dz^ »/U /a* — /* 

o = ; 1 ; . 

dt^ f h* 

En comparant cette equation , a la dernicre des Equations ( P ) y on 
aura Tequalion de condition , 

h* a * 

liU dernicre des equations (P) rcnlre consequemment dans les six 
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premieres qui n’equivalent elles-memes qu’a cinq integrales dis-' 
tinctes , les sept arbilraires c , c\ c\ jT, et a extant liees par 

les deux equations de condition , pr^c^dentes. De-Iii il resulle que 
Ton aura I’expression la plus gdnerale de qui satisfasse a requa- 
tioii (/) , en prenant pour cetle expression , une fonctioii arbitraire 
dcs valeurs de c , c', e",/, et doniiecs par les cinq premieres des 
equations (P). 

ig. Quoique ces integrales soient insuffisantes pour determi- 
ner ^ z, en fonctions du temps 5 dies detcrmineiit cependant 
la nature de la courbe decrite par m , autour de M. En elVet, si Fon 
multiplie la premim e des equations (P) par la seconde par — 
et la troisieme par x ,* on aura , en les ajoutant , 
o = c z--^c^y-^c'x , 

Equation a un plan dont la position dt^pend des constantes c, c\ c\ 
Si Ton multiplie la quatrieme dcs equations (P) par x ; la cin- 
quieme par y et la sixieine par z , on aura 


o =/* + f'y +f"2 +iir—r' 
mais on a par le n°. prt5cedent 5 


( cly^^r dz 


fdx^'\- dy^-\- dz^\ r^>dr* 

"'V ) 

partaiit , 


Cette equation combinee avec celles -ci , o = c"x — c'y + c« ; 
r"" donne Fequation aux sections coniques , Forigine 

des r etant au foyer. Les planetcs et les com6tes decrivent done 
a tres-peu pres autour du soleil, des sections coniques dont cet 
astre occupe undes foyers, et ces astres s’y meuvent de maniere 
que les aires decrites par les rayons vecteurs, croisseiit comme les 
temps. En effet , si Fon nomme dp , Tangle inliniment petit, intcr- 
cepte par les rayons r et r-^-dr , on aura 


dx' + dy^+dz'' = ; 



I’equation 
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deviendra ainsi, r^dv^ == partant 



On voit par-la , que I’aire ^l^mentaire '-r'dif^ dt5crite par le rayon 
vectcur r , est proportionnelle a I’^l^ment de temps dt; I’aire de- 
crite pendant un temps fini, est done proportionnelle a ce temps. 
On voit encore , que le mouvement angulaire de m autour de 
est, a chaque point de I’orbite, r(5ciproque an quarr6 du rayon vec- 
teur ; et comme on peut , sans erreur sensible , prendre des inter-r 
valles de temps tres-courts , pour dcs instans intiniment petits ; on 
aura, au moyen de r^quation pr^c^‘dente, les mouvemens horaires 
dcs planetes ct des comeles , dans les divers points de leurs orbiics. 

Les elemens do la section conique d(3crite par rn , sont les cons- 
tuntes arbitraires dc son mouvement; ils sont par consequent 

fouctions dcs arbitraires pr^cedentes c, c', c\ /, f\f'\ et 

d(^lerminons ces fonctions. Suit 9 Tangle que forme avec Taxe dcs at, 
Tintersection du plan de Torbite avec celui dcs x et dcs inter- 
section que Ton nomine Ugne des nceiids^ soit p Tinclinaison mu- 
luclle des deux plans. Si Ton nomine at' et^' les coordonnecs de m , 
lapport^cs ii la ligne dcs namds, comme axe des abscisses ; on aura 
X* r= A7. cos. 9+^. sin. 9 ; 

, cos. 9 — X . sin. 9, 

On a d’ail leurs 

^ . tang, (p / 

on aura dgnp 

z r:=j^,cos.9. tang. <p — a;, sin. 9, tang. 

En compiuant celte equation a celle-ci, 

o = c'x—cy +CZ ^ 

on aura 

d = 0 , cos. 9. tang, ip ^ 
sin. 9 , tang, (p / 



d’ou Ton tiro 
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Ainsi la position des nocuds , et Tinclinaison de Torbite , sont de- 
termin^es en fonctions des constantes arbitraires c, c\ 

Au p^rili^lie , on a 

rdr^Oy ovLy X dx+j^dy^zdz ^ o 
soientdoncX, les coordonnees de la plan^te a ce point; 

la qualrieme et la cinqui^me des equations ( P ) du n'^. precedent , 
donneront 

X f 

Mais si Ton nomrae J, la longitude de la projection du perilielie , 
sur le plan des x et des y , cette longitude elant coniptee de I’a^wc 
des X s on a 

y 

— = tang. Jy 

par Ian t , 

tang.J=^; 


ce qui determine la position du grand axe de la scctio' 

Si de Tcquation r*. ^ j — -— = /«% 

d.r^-j-dy*q- i •» i . • / r>\ 

, au moyen de la derniere des equations {!') ; on 


section coniquc. 

on eliminc 


aura 



rNir* 

dt^ 




mais dr est nul aux extr^mites du grand axe ; on a done a ces 
points , 

a.h^ 

0 = r’— 2ard ♦ 

La somrae des deux valeurs de r dans cette Equation , est Ic grand 
axe de la section conique , et leur dilKrence est le double de I’ex- 
centricit^ ; ainsi , a est le demi-grand axe de Torbite , ou la dis- 


tance moyenne de m a Afy et |/^ i— est le rapport de Tex- 

centricite au denii grand axe. Soil ce rapport; on a, par le n®. 
cedent, 
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on aura done On connoitra ainsi, tous les elemens qui 

d6terminent la nature de la section conique , et sa position dans 
I’espace. 

ao. Les Irois Equations finies trouvees dans le n®. precedent , 
entre jK, z et r, donnent z en fonclions de r; ainsi , 

pour avoir ces coordonnees en foiictions du temps, il suffit d’avoir 
le rayon vecteur r, dans une fonction semblable, ce qui exigo 
une nouvelle int(igration. Pour ccla, reprenons Tequation 




a 


" ilt'^ 


= h‘i 


on a , pur le n**. precedent, 


A* ~ r= / 


on aura done 


dt~- 


rdr 


— — a.(i — 

Pour inlegrer cette equation, soit T'’=^a .( i — e.cos.2/^y on aura 


d’ou Ton tire en integrant , 


. du 

dt = . (l — C, COS. u) ; 


t + T=z-^,(u — e.sin,u) ; (S) 


T etaiit une constante arbitraire. Cette Equation donne et par 
consequent , ren fonction de t; ct comme a; , jy , sont dOnnes en 
forictioiis de r; on aura les valeurs de ces coordonnt^es , pour uu 
instant qucleonquCt 

ISous voila done parveiuis a int^grer completemenl les equations 
dilYdrcnlielles ( O) du n^'. 17 ; ce qui a introduit les six arbitraires 
a , e, i , 5 9 , et T’; les deux premieres dependent de la nature de 
I’orbile ; les trois suivantes dependent de sa position dans I’espace 5 
etladeruiere est relative a la position du corps m , a une epoque 
dortii($e , on , ce qui revient au nidme , ellc depend de I’instant de 
sou passage au p6ribdie. 


jRapportons 
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Rapportons les coordonn^es du corps m , a des coordonndes plus 
commodes pour les usages astronomiques, et pour cela, uominons v 
Tangle que le rayon vecteur r fait avec le grand axe, en partant du 
perih^Jie 5 Tequation a Tellipse sera 

— e»; 

r = —7 . 

1 -|-e.cos. V 

L’6quation r=a. 1 — cos.i/ ) , du n°. precedent , indique que u 
est nul au p^rihelie , en sorte que ce point est Toriginc dcs deux 
angles u et v y et il est facile de s’assurer que Tangle z/ est £orm6 par 
le grand axe de Torbite , et parle rayon mene de son centre, au 
point oil la circonf^rence decrile sur le grand axe coinme dia- 
m^tre, est rencontr^e par Tordonnee incnce du corps per- 
pendiculairement sur le grand axe. Cel angle est ce que Ton nomme 
anomalie excentriqiie y et Tangle p est Vanomalw rraie. En com-* 
parant les deux expressions de r , on a 


I — e.cos.w: 


d’ou Ton tire 


i ^-e.cos.i' * 


tang.^i^rr: ^^.taug.jW. 

Si Ton fixe Torigine du temps t , a Tinstant meme du passage du 

corps m, par le p^rih^lie , T sera nul ; et en faisant pour abreger 

/ — 

—7. = 72 , on aura yitt^u — e* sin. z/. En rassemblant ees (Equations 

f) 7 . , ; . • 

du mouvement ie m , autoiir de Afy op 
nt= u-^e, 9 in,u 
rz=:za*( i^e*cos,u) 

tang.^t' = \/^ .tang.^zz 

Tangle n t etant ce que Ton nomme anomalie moyenne. La pre- 
miere de ces Equations donne u en fonction du temps et les 
deux autres donneront relvy lorsque u sera determine. L’^quation 
cnlre u oi t est transcendante , et ne pent ctre r^solue que par 
approximation. Heureusement , les circonstances des mouyemens 
celestes donnent lieu a dcs approximations rapides. En effet. les 
MifccAN. cix. Tome I, Y 
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orbes dcs corps t^lestes sont ou presquo circulaires ■, ou fort excen- 
triqiies, et djlns ces deux 6a«, oh peut determiner h en t, par des 
forhiules tres-convet’gentes qlienous allohs developper. Pour cela, 
nous donnerorm sur Ja reduction des fohctioiis en series , quelques 
theoremes generaux qui nous seront utiles dans la suite. 

2 1 • Soit u une fonctidn qttelconque de a , que I’on propose de 
developpet par tapport au^ puissances de En representaht ainsi 
cette suite, 

Mi±=U4-ct.5r,+a*.i5r,-f -f &C. 

u , , See. , etant des quantites independantes de a ; il est clair 

que u est cc que devient Uj lorsqu’on y suppose ct = o, et que 
Ton a quel que soit n , 


[tl 

V^ct- 


d** "b &c« ^ 


la differ ence etant prise en faisaiit varier tout ce qui dans 

doit varier avee a. Partaht,si Ton suppose apres les difl'erentiations, 


o , dans I’expression de 


(S)^ 


on aura 




[d^J 


I .b. 3 - 


Si u est fonction des deux quantites a et a' , et que Ton propose de 
le developper par rapport aux puissances et aux produits de « et 
de cl' ,• en representant ainri ^ettc suite , 

z/=:u+ct.y,,^ + ct*,jr^,^+ &C. 

+ *71 M "b 

+ 7o,ft + &C .5 

Je coefficient 7^ , du produit sera pareillement egal a 

/ \ 

\ du^.dit.'^' ) ^ 

1 .fl. 5 . . . . rt. 1 .£,3. . . . ^ 

a el a' etant supposes nuls apr^s les differentiations. 

En general , si u est fonction de <*, ct', &c. , et qu'en 
le cleveloppant dans une suite ordohnee par rapport aux puis- 
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sances et aux produits de &c. , on repr^sente par 

'.at""". &c. ^ 40 ., Je terme de cette suite qui a pour 

facteur, le produit j&a; on aura 




I fiat*. at""' 


1“_) 
. &c7 


1 .2.3 - • • -fi. 1 .a. 3 . 1 . .ri' . 1 .a.3 - • • &c. ^ 


pourvu que Ton suppose «, «t', V-, &e, , nuls apres les lUSe^rpaatia- 
tions. 

SuppQsons maintenant que ^ ^oii fg^ction de , ot', a", &c, , et 
des variables f t"y &c. ; si par la nature de cette fonctioii , ou 
par une Equation aux differences particlles qui la repr(5sente, ou 
parvient a obtenir 

dct" ,d cl'^* . &c./ ^ 

en fonctioii de et de sea differences prises par rapport a t\ &c. ; 
en nommant jF* cette fonclion,)orsqu’on y cliange u dans u, u t^lant 
ce que devient u , lorsqu’on y suppose «e , a', &c. , 6gaux a z6ro ; il 
est visible que Ton aura , en divisant jP par le produit 

1.2.5. ••• /z. 1 . 2 . 5 . ... 7z'. on apra done la loi de la s^rie dans 
laquelle u est d6velopp6. 

Soit d’abord u 6gal a une fonciion quelconque de i-het, f'4- a'^ 
+ &c. , que nous designerons par i &c.^ ; 

dans ce cas , la difference quelconque de u , prise par rapport 
a ce, et divisee par est evidemraent ^galo a cette m^me diffe- 
rence prise par rapport a ct divisee par La mcme egalite a 
lieu entre les differences prises par rapport A ot! et t!^ ou par rapport 
a flt"£t &c. j d’ou il suit que Ton a generaleinent 


daJ* .d'jf > 8tc, / \dt^ .dt''^' .d . &c// 


En cliangeant dans le second membre de cette Equation, w en u, 
e’est-a-dire , en <p(t ^ &c.^ ;^on aura j par ce qui precede , 

&c./ 

‘ dr dt' 8cc. 
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Si u est seulemcnt fonction de <t , on aura 


parlant 


d.%(t) A* d^.t(t) ti? . d?.%(t) 

~dr^Ti--dr-^~i‘-dir + 


(0 


Supposons en suite que u , au lieu d’etre doimd imin^diatement en <t 
et comme dans le cas pr^c^dent, soil une fonction de or, ^ 6tant 

donne par I’^quation aux differences partielles , ^ • 

dans laqucllc z est unc fonction quelconque de x. Pour rdduire u 
dans une suite ordonnc'c par rapport aux puissances de ct , il faut 

determiner la valeur de de ct = o; or on a, en 

vcrtu de reqiialion proposde aux differences partielles, 



(thi 

\d 


on aura done 


u\ / du\ /dx\ 

u, J \dxj \du J *\dxj*\dtj^ 

,,, 


En dilferentiant cettc tkpialion par rapport a et, on aura 


/ddu\ f dd.jzdu\ 

\J7^j\dTdT)^ 


or I’dquation (^k) donne en y cliangeant u en Jzduy 
/d.fzdu\ /d,fz^du\ 

{^dT^J’ 

par tan t 

fddu^ f dd.fz^di^ 

^ \~di^ } 

En difKrentiant encore par rapport a cc , on aura 
/d^u\ /d? . fz^du\ 

\ dIdF' ) ^ 

or r^qualion {h) donne en y cliangeant u enfz^duy 
(d,{%^du\ / d.fz^du\ 

\d7~)^ 
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partant 


[dT^J ~ V dt^ “ 

En suivant ce precede , il est aise d’eii conclure gcSneralement , 

/d''ii\ /d'^.fw'du\ 

V57v ““ V“dF~ / V J 

Supposons maintenant, qu’en faisaiit a = o, ou ail x== T*, rdtant 
une fonction dc t; on substiluera cette valeur de x , dans z et dans u. 
Soien t ^ et u , ce que devienuent alors ces quantiles 3 on aura dans 
la supposition de ot =-. o , 

du 


a 




dt 


dl'^ 


et par consequent , on aura , par ce qui precede, 

du 




dt 


ce qui donne 


du 


U^M + olZ 

dt 1.2 


dAZ 


1 .2.3. • . • n.dV''^* ’ 

du\ 


dt/ 


d \{2 


da\ 

'dt) 


dt -+7:ri- — 

II ne s’agit plus maintenant que de determiner la fonction de t 
et de fit , que x represente 3 en integrant Tequation aux differences 

partielles ^ Pour cela , on observera que 

en substituant au lieu dc valeur > on aura 

(dx\ 


on aura done 



174 M^CANIQUE CELESTE, 

ce qui donne en integrant, x —(p (t-^<tz) ^ (p(t’^oLz) etant uiie 
foriction arbitrairc cle t'^-az ; en sorte que la quantity que nous 
avons nominee T’, est ^gale k(p(t). Ainsi, toutes les fois que Ton 
aura enlre x et a, une Equation reductible acette forme, t-^-az ); 

la valcur de u sera donn^e par la formule (p), dans une suite or- 
donnee par rapport aux puissances de 
Supposons maintenant que u soit une function des deux varia- 
bles X et x\ ces variables etant donin^os par les equations aux diffe- 
rences partielles , 


/dx\ /dx'\ , /dx\ 

\T^) 


dans Icsquelles z et z' sont fonclions quelconques de x et x'. II cst 
facile de s’assurer que les iiit(5gralcs de ces Equations sont 
X ^ P (t-{-cL z) ; x' =■-4' ^ ^ z ) ; 


ct ^tant des functions arbitraires, Vuno de 

et Taut re, de On a de plus 

Ccla pose, si run con^oit x^ elimind de i/ ct de z, au moyen de 
rcquatiori x=4(i'+ ^ ^ )y u et z deviendront des fonctions de x ^ 
<x'j cl t' sans ot ni t s on aura done par ce qui 2 >r 6 cede , 



Si Ton suppose <t = o , apres les differentiations , et si de plus , on 
fait dans le second meinbre do cette Equation x:=: ip(t 4- az"') , ct 


/du\ „ /du\ 

par consequent suppositions 



ct par consequent, 
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Ott aura pareillement , 



en supposant J nul apres les differenliatioiis , et en supposant ile 
plus dans le second membrc de cette Equation , ; 

on aura done 



pourvu qiie Ton fasse a. et mils apres les differentiations , el que 
de plus , on suppose dans le second meinbre de cette equation , 

ce qui revient a supposer dans ce second membre , conime dans k 
premier , 

Az) / x' Ac' ^ ^ 


et a changer dans la diff^’ence parlielle , de ce second 

membre , z en z'‘, et z en z On aura ainsi dans ces suppositions , 

et en changeant de plus , z en 2 , ;z' en Z' , et // en u, 



En suivant ce raisonnement , il est facile d'en conclure que si 
Ton a les r Equations , 

X = ip(tArf^^) ; 
a?'= At i 

&c. 


z , -z', z% &c., etant des fonctions quelconques de or, x\ x% &r.; 
si Ton suppose u fonctiondes memes variables \ on aura geikralc- 
ment 





/ d'u 
\dA.da! ,d 


a.3.. .n'.i. 2.3.71". £cc.dr'“‘.dt"* 
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poiirvu que dans la difference partielle ^ , on change 

z en z", z en z'"', &c. , et qu’ensuitc on change z en 'Z, z en Z\ 
2" cn Z'\ &c. , & u enu, 

S’il n’y a qu’une variable on aura 


partant 




S’il y a deux variables a; ct x'y on aura 

en dillerenliant celte equation par rapport a on aura 

/ dtlu \ _ /dz\ /tlu\ _ ^ddu \ 

\d»d^') ~ V^j* 

“ ~ ■* ’ changeant dans cette equation , 

enz,ona(ij)==z'.(±); done 


or on 


(; 


d d 

da. 




En supposant dans le second menibre de celte equation , et et ot' 
nuls, et en y changeant z en Z'\ z en Z'"', et w en u ^ on aura la 

valeur de dans les meraes suppositions ^ ce qui donne 


iZ\Z 


. a' 




1 4 * z* 


■■mm 


1 .8.3. . . . n. df~*. I. a. 3 . . , . n’. 


En 
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En continuant ainsi , on aura la valeur de qn,n' , n " , «rc. > pour un 
nombre quelcoiiqiie de variables. 

Quoique nous ayons suppose w, -z, &c. , fonctions de 

x\x" , &c. , sans t\ t'\ &c.; on peut cependant supposer qu’elles 
renferment ces dernieres variables : mais alors en y d^signant ces 
variables par , //, tl\ &c. , il faudra supposer , f/, &c. , 

constans dans les differentiations, et restituer apres ces operations, 
t , t\ &c. , au lieu de , ^/, &c. 

Appliquons ces resultats, au inouvement elliptlque des 
planfetes. Pour cela, nous reprendrons les Equations (/) du n®. 20. 
Si Ton compare Pequation jnt=u — e» sin. « , ou , « nt+e.sin. Uy 
aveccelle-ci, x ; x changera en w, ^ en n/, * en e, 

z en sin. 2/, et <p(t'\-<iz)y en n^+^.sin.w; la formule {p) du 
n°. pr^c^dent deviendra done 


... . X v d. ("lYnO.sin.* at} 

1.3 ndt 

&C, ; (y) 

i.a.3 n^dt* ‘ vy/ 


4' C^O etaiit egal a Pour developper celte formule, nous 

observerons que c ^tant Ic nombre dont le logarithme hyperbolique 
estl’unite, on a 


—) > cos. 


4 _ r~^nt . 


I etant quelconque, En d6veloppant les seconds membres de ces 
t^qualions, et en substituant ensuite, aulieu de et dec"”*^''^*, 

leurs valeurs cos. r/iH- (/^i.sin.rn^, et cos. rnt — \/^^i%sin.rnt y 
r ^tant quelconque ; on aura les puissances i de sin. n t, et de cos. n t , 
developpees en sinus et cosinus de Tangle et de ses multiples; 
cela pose , oil trouvera 

sin. 71/ -p — sin.*/7/d — .sin.*7z/d -.sin.^Tr/-!- &c. 

1.3 i.a .3 1.2. 3. 4 

RliiCAN. c±L. Tome L Z 
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Soil P celle fonction ; on la multipliera par 4T n t) , et I’on diffe- 
renticra chacun cle ses tcrmes , par rapport a un nombre de fois 
iii(lic[u6 par la puissance de e qui le mulliplie , dt ^tant suppose 
constant; on divisera ces differentielles , par la puissance corres- 
pondanie do ndt. Soit P' la somme de ccs differentielles ainsi divi- 
stics ; la forinule ( q ) deviendra 

4(u) P', 

11 sera facile d’obtenir par cette methode, les valeurs de Tangle w, 
et des sinus et cosinus de cet angle et deses multiples. En suppo- 
sant , par exemple , 4 = sin. i u ; on aura 4 cos. i n t 

On multipliera la valeur precedente de P , par i.eos. Ton 

d(^veloppera cc produit, en sinus et cosinus de Tangle n t et de ses 
multiples. Les terincs multiplies par les puissances paires de <?, 
seront des sinus , ct les termes multiplies par les puissances im- 
paircs , seront des cosinus. On changera ensuite un terme quel- 
conque de la forme iC.^“'.sin.sn^; dans ‘'sin. le 

signe 4* ayant lieu , si r est pair, et le signe — ayant lieu , si r eat 
impair. On changera pareillement un terme quelconque de la forme 
Ke^"^\co%. snt j dans ::f:Xe‘'’^*.5‘'"**‘.sin. le signe — ayant 
lieu si r est pair, et le signe -f ayant lieu, si r est impair. La 
somme de tons ces termes sera la valeur de P', et Ton aura 

sin. z w = sin. i n ^ + e P'. 

Si I’on suppose 4 = w , on aura 4^^^ 0 = 1 > ct Ton trouvera. 


= sin.n/— . fcos. — 1 ) 

1 . a . 2 . 


— . {sin.5/z^ — 3.sin.;z/} 


1 . 2 . 3 . 4 . 2 ^ 


1 . 2 . 3 . 4*5. 2 “^ 


r 4.3] 

cos.4n^— 4.cos.2;z^-f I • — \ 

[ »-2j 

f ^ 5.4 . 1 

.1 sin.Sn^ — S.sin.D/z^d .sin,nt 1 

I 1-2 J 


1 .2.3.4*5-6.2^ 

— &c. 


. I cos,6nt — 6. cos. 471^4 .cos. 2n/- 
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n/ + ^ . sin. nt-\ . 2 , sin. 2 / 1 ^ H — . { 5* . sin. . 3 n 3 . sin. nt } 

1 . 2.8 i.a.3.8‘ 

_j. — t / 4\ sin. 4/1/— 4 . 2 ’. sin. 2 nt] 

1 . 2 . 3 . 4 . 2 ^ 

e* r . r- ^-4 • . 

^ , ) 5^, sin. 5 / 1 / — 5.5^sin.o///-l — -•sin./;/ 

1.2.3.4-5-2* I 

+ &c. 

Cette serie est fort convergente pour les plan^es. Ayant ainsi 
determine z/,pour un instant quclconqae; on en lirera, an raoyeii 
des equations (/) du n®. 20 , les valeurs correspondantes de r et 
de u } jnais on pcut avoir directcmcnt ces dcrniercs quaiiLitds , 
cn series convergentes, de celte maniere. 

Pour cela , nous observerons que Ton a par le n®. 20 , 
r=:a.(i--eco3.u) } or si dans la formule {q), on suppose 
4 (u) = 1 — ^ . cos. « j on aura 4^^^ 0 ~ consequent 

e* d.sin.^n/ ^ 

w.cos.^l=l-0.co8.^^+e^sin.•/^/+^•-~;;^^ 

On aura done , par I’analyse precedente, 

e* p* . 

j (i , cos. nt .cos. 2 n/ 

a a 

- — , f 3. cos. 3/1/— 5. cos. n/) 

i.a.a‘ 

— . { i\cosAnt^i* 2* , C03.2 nt) 

1 . 2 . 3 . 2 ^ '■ 

. [ 5^cos. 5««-5.3’.co8.3nH — .COS./l/| 

i.2.3.4.a* I ’ 

6 B 1 

!! .|6^cos.6;2/-6.4^cos.4/z/+— . 2^cos.2/7/ 

i.a.3.4-5.a^ \ *'3 > 

— &c. 

Consideronsprcsentenicntjlatroisiemedes Equations (y) du n . 20 ; 

die donne 
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Ell substituant dans cette Equation , au lieu des sinus et des cosinus ^ 
leurs valeurs en exponentielles imaginaires , on aura 


1 1 




1 — e 

[c“t^-'+l J 


cii supiiosant done 

^ ' / 'TT Z: y 

1+V 1 — 


on aura 


cl par cons^*quent , 


c 


uv^- 


1— 

1— a.c'K-* j 


y 


log. ('i— — log. (i— 

PZ=ZU+ 

d^ou Ton tire , en r^duisant les logarilhmes, en series, 


HA* . flA* 

i^ = w + 2X4Sin.w+— .sln.2^/ +— .sin.3z/-f — >.sinAu+ &c.. 

O /£ 


On aura par ce qui prt^c^^de, u, sin. sin, 2 w , &c. , en series ordon- 
n^es par rapport aux puissances de <?, et d6ve3opp^es en sinus et 
cosinus de Tangle n / et de ses multiples ; il ne s’agit done , pour 
avoir p cxprim6 dans une suite semblable , que de d^velopper les 
puissances successives de A j cn series ordonndes par rapport aux 
jiuissances de e» 

L’^quatlon ^/ == 2 — ~ , donnera par la formule (jo) du n®. pre- 
c<3dent, 


1 _ I i.(i+S) e* i.(i + 3).(l+5) „ 

u‘ a‘ 2'-^* 1 . a * 1 . a - 3 ' a'^"® ^ 


et commeona,?^=i + V/i— «*;on aura 






Ccla pose , otl trouvera , en lie portant I’approximation que jus- 
qii’aux quantiles de I’ordre e' inclusiveinent , 



i8i 
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!’=«;+ [ 2 e — -.e’4-4-.e’|.sin.«f+ — — .^^+— .e'l.sin.snt 

1.4 96 J (4 34 19a J 

43 ,1 . „ fio3 , 45i ,1 . , 

.sm.Dn<+ !— — — .e}. sin. int 
64 J 480 i 


+ 

+ 


i3 




^ •e\sm. 5nt -\ — 
969 9bo 


Les angles p et nt sont ici coinple.s clii p6rilielie 5 jnais si Ton 
vcut compter ces angles tie Tapli^lie, il est clair qu’il suflit tie faire e 
negatif dans les expressions precedenles tie r et de p. II suiFiroit 
encore d’augmenter dans ces expressions, I’angle nty tie la demi- 
circoriference , ce qui rend ncgatifs, les sinus et les cosinus dcs 
multiples impairs de n t y ainsi les rcsultats de ces deux mdthodes 
dcvant etre identiques , il faut quo dans les expressions de r ct 
de p , les sinus et les cosinus ties multiples impairs tie nty soient 
multiplies par des puissances impaires de e , et que les sinus et 
cosinus des multiples pairs du memc angle , soient multiplies par 
des puissances paires de cette quantity. C’est, en effet, ce que le cal- 
cul confirme d posteriori, 

Supposons qu’au lieu de compter Tangle Py du periheiie ; on fixe 
son origine, a un point quelconque ; il est clair quecet angle sera 
augmentc d’line constante que nous designcrons par , et qui 
exprimera la longitude du perihelic. Si au lieu de fixer Porigine 
de a rinstant du passage au perihelie, onle fixe a un instant 
quelconque ; Tangle n t sera augmente d’une constante que nous 

d^signerons par 6 — 'wy les expressions precedentes de ^ et de v , 
deviendront ainsi , 

t 

- = 1+^^* — (e — le^),co 3 .(nt+i^^)^({e*—‘\e^).co 3 . 2 (nt+i’^i!r) ■— &c. j 

p :=nt^t + ('2e — 's-j + &c. j 

p est la longitude vraie de la planile, et nt+* est sa longitude 
moyenne , ces deux longitudes ^tant rapport^es au plan de Torbite, 
Rapportons maintenant le mouvement de la plan^te , ^ un plan 
fixe, peu incline a cclui de Torbite. Soit 9 Tinclinaison mutuelle de 
ces deux plans , el 0 la longitude du noeud ascendant de Torbite , 
compile sur le plan fixe j soit C cette longitude comptee sur le plan 
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de Torbite, en sorte que 0 soil la projection de C ^ soil encore la 
projection de p sur le plan fixe. On aura 

tang. ( p, — = cos. p . tang, (p — C), 

Cette equation donne p^ en p , et reciproquement ; mais on peut 
avoir ccs deux angles Tun [mr Tautre, en series fort convergentes , 
dc cette maniere. 

On a conclu precedemment la serie 


^p + A.8in.w+— .sm. 2 r^-f — •sin. ou+ &c. 
2 0 


de I’dquatioii 


cn faisant 


ang.^i^ — iif 

7 I — tj 

x=_ 

Si Ton cliaiige p^ en p — 0; '^uenp — (T; et 

W I £ 


en cos.p; on 


aura 


coa.^ — 1 

A = r- = — tang.“ 7 


COS.(|) -f* 1 


Vequation entrc ^pet sccliangera dans Tequation cntre J 
et p — Cy et la s^rie pr^cedente donnera 


p ^ — 9 = p^ C — tang.®^ sin. a('p — tang. sin. 4(^p — CJ 

— j.tang.®^?».cos.6.(^i^ — CJ+ &c. 


Si dans T^quation entrc jp ct ju, on change jp en p — iu 


€11 , et V /^ ~ - 

^ 1 — « 


en 


et 


co$.p ' 
Ar=tang.*^?, 


on aura 


P — Cz=:p^ — (f + tang,®7^.sin.2 — 9^ + ~.tang.^^(p.sm.4('t', — 

4‘i.tang,®~^,8in.6.("i'^-^9^4* &c. 

On voit ainsi que les deux series pr^c^dentes se changent r^cipro- 
quement Tune dans Tautre , en changeant le signe de tang.® 
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et en changeant I’lin dans I’autre, les angles — 9 , et p — C. On 
aura p^ — 9, en fonclion de sinus et de cosinus de et de ses 
multiples , en observant que Ton a , par ce qui precede, 
p = nl-i-fi-e Q, 

Q etant une function des sinus de Tangle w de ses mul- 

tiples 3 et que la formule (i) du n^ 21 , donne, quel que soit ^ , 


f iV.O« 1 

sm,i(p--^C)=sm.i(nt+t — C+eQ)=^ 1 1 — — &c. > 

t 1.3 1 . 3.o>4 3 

— C) 

f. ^ n5 

+ |*eQ _&c. 

( 1 . 2.3 1 . 2 . 3 . 4*5 

*cos, i(nt-\-* — C). 


Enfin, s cHant la tangente de la latitude de la plan^te , au-dessus du 
plan fixe j on a 

s = tan g, p . sin. ( p ^ — 9) ^ 

et si Ton nomine le rayon vecleur r projcte sur le plan fixe , on 
aura 

r,= r.('i+i’‘;"* = r. {i— — &c.) ; 
on pourradonc ainsi determiner p^j s et r, en series convergentes 
de sinus el de cosinus de Tangle n ^ , et de ses multiples. 

23* Considerons pr(5sentement les orbites fort excentriques , 
lelles que celles des cometes ; et pour cela , reprenoris les equa- 
tions du n®. 20 , 

— cV 

J* — y — • 

nt=: u — ^.sin. wy 
tang,^<^ = |/^ l^.tang.^w. 

Dans le cas des orbites fort excentriques , e diflire tr6s-peu de 

Tunit^ ; nous supposerons ainsi, i — e=ct, a etant fort petit. Si 

J'on nomine D, la distance p^rihclie dc la cornetc ; on aura 

D ^ a. (\ — e):=^ a a; I’expression de r de viendra done 

('2-‘a;.D D 

a . cos.' t V—» . cos. V .1 f 1 * . all 

‘ cos.*j<^. Ji + — tang.‘j»’> 
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cequi donne, en reduisanten s6rie, 

y i I — ^ . tang/ 7 i/ — &c. ]. 

con.*ji/ ( a— a ° \a— at/ ° * J 

Pour avoir le raj)port dc p au temps t; nous observerons que Fex * 
pi’cssion dc j’aro par la tungeiilc , donne 

«= 2. tang.jw. (i—j.tang.*7W-l-7. tang/7 M—&C.} \ 
or on a 


on aura done 


tang.^w— 1/ JL.tang.7v; 

^ a— fit 


«~ 2 . j/ .tang/^v-Sic.} 
: a . I ang. j «. { I — tang.* j « + tang.* j « — &c. } ; 


on a ensuite 

Q.tang.Ju 


sm. u = ' 


i-ftarig.''' Ju 
d’ou I’on lire 

p.sin.wrraj I— ft/. aang/^v— &c.|. 

En siibslituaiit ccs valeurs de u et de e.sin.?/, dans Fcquation 
sin. u ; on aura Ic Icmps ^ , cn fonclion de Fanomalic p , 
par line suite tree - con vergente j mais ayant que de faire cette 

substitution , nous observerons que Fon a pur Ic n°. 20 , V^, 
ct comme D = eta ^ on aura 


On ti’ouvcra , cela pose , 




9.D^ , f 

V'(a— I 


.! . + ^.lang.‘>-|^/.tang.^->+ &c.}, 


8 i Forbilc est parabolique , et = o , et par consequent 

D 


cos.* I V 


i 




Le 
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Lc temps t , la distance Z? , ct la somme des masses du soleil et 
de la comete , sont des quantiles liel^rogenes, qui pour etre com- 
parables, doivent etre divisees chacune par des unites de leur 
espece. Nous supposeroiis done que la moyenne distance du soldi 
a la terre est I’unile de distance, en sorte que D est exprime 
en parties de cette distance. Nous observerons ensuite que si Ton 
iiomme T le temps d’une revolution syd6rale de la terre que 
nous supposerons partir du perilidlie; on aura dans I’equation 
nt = ii — e,sin.^/, z/ = o, au commencement de la revolution, 
et « = 27r, a la fin, rr 6taut la demi-circonierence dont lc rayon 

est I’unitc j on aura done mais on a, n = a“». 

a cause de a = i ; partant 



La valeur de n’est pas exactement la meme pour la terre , que 
pour la coinctc ; puisque dans lc premier cas , die exprime la 
somme des masses du soleil et dc la terre ; au lieu que dans lc 
second cas , eJle exprime la somme des masses du soleil et de la 
comete : mais les masses de la terre et de la comete etant bcaucoup 
moindres que celle du soleil; on pent les negliger, et supposer 
que f/. est le meme pour tons ccs corps , et qu’il exprime la masse du 

soleil. En substituant done au lieu de sa valeur — , duns 

I’expression prccedcnte de T; on aura 
1 

T 

{tang. tang.’ ». 

Cette equation ne renferme plus que des quantiles comparables 
entre elles ; die donnera facilement lorsque p sera cpniiu ; mais 
pour avoir p , au moyen dc il faut rc^soudre une equation du 
troisieme degre , qui n’est susceptible que d’une seule racine r^elle. 
On pent so dispenser de cette resolution , en faisant une table des 
valeurs de p , correspondantes a celles de dans une parabole dont 
la distance p(^rili6lie est I’unite , ou 6gale a la moyenne distance de 
la terre au soleil. Cette table donnera le temps correspondant a 
I’anomalie p , dans une parabole quelconquc dont iZ est la distance 
MiiCAN. CKL. Tome 1. A a 
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- * 

penhiilie, en multipliant par D% le temps qui r^poml a la meme 
anoinalie , dans la table. On aura I’anomalie p, corrcspondante au 

I 

temps en divisant t par , et en chcrchant dans la table, 
ranonialie qui repond au quotient de cette division. 

Supposoiis iiiaiiitenantque I’on cherchc I’anonjalie i/, correspond 
dantc au temps t, dans une ellipse fort cxcentrique. Si Ton neglige 
les quantiles de I’ordre a®, et que Ton remelte i — e, au lieu de ct; 
I’expression precedente de t en , dans rellipse, donnera 

Vl* ’ l + — e;. lang.*i^'. (i— T-tang.'*iP} 


On cherchcra , par la table du mouvement des cometes , ranonialie 
qui repond an temps dans une parabole dojit D seroit la dis- 
tance perihelie; soil U cette anoinalie, et U-\rx ^ I’anomalie vraie 
dans rdlipse , corrcspondante au memo temps , x 6tant un tres- 
petit angle. Si Ton substitue dans requalioii precedente, 
au lieu de , et que Ton r^duise le second membre, en serie ordon- 
nec par rapport aux puissances de x ; on aura, en negligeant Ic; 
quarrc do x, et lo produit de ar, par i — e, 




{ tang, i U +-}.lang.^ i + 


2.COS.4i (/ 




(i—e) 


tang.jt/. { 1 — tang.“j 17— -^tang-HZ/} 


juais on a par la supposition , 

I 

' tang.^ i ; 

On aura done , cn substituant au lieu du petit arc x , son sinus, 
sin. = tang, ^ 17. {4 — S.cos.®^?/ — B.cos."^-'- U}, 

Ainsi , cn formant une table des logarithmes de la quantity , 
~.tang.vt7, (4 — S.cos.*- U — b.cos.^^i/} j 
il suflira de leiir ajouter le logarithme de i — e, pour avoir celui de 
sin. x; on aura par cons(^quent, la correction a faire a I’anomalie 27, 
calcul^e dans la parabole , pour avoir I’anomalie correspondanle 
dans une ellipse fort excentrique. 
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24. H nous reste a considerci*le mouvement dansune orbito 
hyperboiique. Pour cela, nous observerons quo dans Fhyperbole, 
le demi-grand axe a devient n^gatif, et rexcen Incite e , surpasse 
I’unitd Ell faisant done dans les (Equations (/) dun®. 20 ; a= — a\ 

et w = — , et en subsiiluant , au lieu des sinus ct dcs cosinus , 

V/— I 

Icurs valeurs en exponcntielles imaginaircs ; la premiere dc ccs 
equations donnera 






X»a seconde deviendra 


enfin , si Ton prend convenablemeiit Ic signe du radical de la Iroi- 
sieme equation, pour que p croissc avec et par consequent, 
avec u! ; on aura 


tang. 


i/S'{ 


c“'+.r 


Supposons dans ces forinulcs , z/=:log tang, , tt dtaul la 

demi-circonference dont le rayon cst Tunilc , ct Ic logaritlnue pre- 
cedent elant hyperboiique ; on aura 

{’.tang.'® — log. tang, • 


cos, ‘O' J 

tang.^v = l/^ tang, j 'ST, 

^ e— 1 

L’arc est le moyen mouvement angulairc durant ic temps t , 

dll corps m , suppose mu circulairement autour de M ^ a la dis- 
tance a\ Cet arc est facile a determiner , en le r6duisant en parties 
du rayon : la premiere des Equations prdc^dentes, donnera par dcs 
essais , la valeur de Tangle correspondante au temps t; les deux 
autres equations donneront ensuite les valeurs correspondaiiles 
de r et de v. 



A a 2 
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T* expriinant la revolalioii syd^i’ale d’une planelc dont a 
estla moyenne distance au soleil ; la premiere des equations (/) 
du n®. 20 5 donnera nT= 27r ^ mais on a par le menie ri® 

v/7i 


. =r ; on aura done 


a* 


r= 


2 T.a^ 


Si Ton n<5glige les masses des planeles , par rapport a celle du soleif ; 

exprimera la masse de cet astro , ct cetle quantile sera la nieme 
pour toules les pknetes ; ainsi , pour une seconde planetc dont a' 
ct T' seroient la distance moyenne au soleil , et le temps de la 
revolution syderale j on aura encore 


T'z 


on aura done 


s/'h- 


e’est-a-clire, quo les quarrt^s des temps des revolutions de difK- 
rentes planetes, sont entreeux , comme les cubes des grands axes 
dc lours orbites ; cc qui cst une des loix decouvertes par Kepler. 
On voit par Tanalyse pr(5c(^^dente , quo cette loi n’est pas rigou- 
lease , et qii’ello n’a lieu qu’autant que ron neglige raclion des 
planetes, les unes sur les aulres et sur le solciL 

Si Ton prend pour mesure du temps , le moycn mouvement de 
la terre , ct pour unit<$ dc distance , sa moyenne distance au soleil ; 
.'rsera dans cc cas <5gal a 2 -^, ct Ton aura a -= i ; Texpression pre- 
cedenle de T donnera done = i ; d’oii il suit que la masse du 
soleil doit alors etre prise pour unite de masse. On pent ainsi , dans 
la tWorie des planetes et des conietcs , supposer i, et prendre 
pour unite dc distance , la moyenne distance dc la terre au soleil ; 
mais alors, le temps t est mesure par Tare correspondant du moyen 
mouvcmcnl syd(5ral de la terre. 

L’cquation 

donne un moycn fort simple de d(^tcrniiner les rapports des masses 
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ties planctes qui ont dcs satellites , a la masse dii soleil. En effet, 
M representant celte masse , si Ton neglige la masse ni dc la planete 
vis a- vis de ilf; on aura 

1 

T= — . 

V/ M 


Si Yon considere ensuite utl satellite d’unc planete qiielconque 
que Ton designe par p , la masse dc ce satellite ; par h , sa moyeiinc 
distance au centre dc m\ et par T, le temps de sa revolution syde- 
rale ; on aura 

:p=; 

V7n-\-p 


par tan t, 



Cette equation donne Ic rapport dcla somme dos masses dc la pla- 
nete m' ct de son satellite, a la masse 31 du soleil ; cn negUgcant 
done la masse du satellite, eu egard a celle de sa planete, on on 
siipposant le rapport de ces masses connu ^ on aura le rapport de la 
masse de la planete , a celle du soleil. Nous donnerons , en trailanfc 
la llieorie des planetes , les valeurs des masses de cellos autour des- 
quelles on a observe des satellites. 
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CHAPITRE IV. 


Determination des elemens du mouvement elliplique. 

l('). A piifes avoir expose la iheorie gen^rale du uiouvement 
elliplique, ct la maniere de le calculer par des suites conver- 
genlcs , dans les deux cas dc la nature, cclui des orbes presque 
circulaircs, et Ic cas des orbes fort allonges ; il nous reste a detcr- 
iniiicr les fleincns de ces orbes. Si les cireonstances des inouve- 
inens primitifs des corps celestes ctoiciit donndes, on pourroit faci- 
lenient en conclure ces elemens. En cfTet, si Ton nomine V la 
Vitesse de m , dans son mouvement rclatif autour dc M on aura 

^ dl^ ’ 

et la dernierc des equations (/?) du n® , donnera 

[r cj 

Pour fairc disparoitre dc cette expression; nous d6signerons 
par U la vilcsse quo m auroit, s’il decrivoit autour de ilf, un 
ccrcle d’un rayon egal a Tunile dc distance. Dans cette liypolliese , 
on a r — a = ? j ct par consf*quent = fx y done 




Cette Liquation donnera le dejiii-grand axe a , de Torbite , au moyen 
de la Vitesse primitive de m , et de sa distance primitive a M. a est 
positif dans Fellipse ; il est infini dans la parabole , et negatif dans 
rhyperbole ; aiiisi I’orbile decrite par m , est une ellipse , une 
parabole ou une hyperbole, suivant que /^est moindre, ^gal ou 

plus grand que U. 1/ Il est remarquable quo la direction du 

mouvement primilif , n’influe point sur I’espece dc la section 
couique^ 
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Pour determiner Fexcentricite de Forbitc, nous observcrons quo 
si Fun nomme e , Fangle quc fiiit la direction dii mouvement rclulif 

d r® 

de avec le rayon vecteur r; on a — = /^*.cos.‘.g. En subs- 

tituant au lieu de sa valeur fx. | - — ^ | on aura 

[r a} 

clr^ / 2 1 \ 

niais on a par le n'". 19 , 

on aura done 

a.(x — ey ~ ^ ^ ; 

ce qiii fcra connoitrc Fexcentricite de Forbilo. 

L’equation aux sections coniques , 

a.( i— 


domic 


r = 


C03,P : 


I + e.cob. V * 

Y » — ^\) — 


On aura ainsi Fangle p quc le rayon vecteur r fait avec la distance 
perilielie, et par consequent, on aura la position du periJielie. 
Lcs (Equations (f) du n'^. 20, feront ensuite connoitrc Faiigle u , 
ct par son moyen , Fins tan t du passage par le ptu ihelie. 

Pour avoir la position de Forbite, par rapport a un plan Fixe 
passant par le centre dc Jlf, suppose immobile ; soil (p Finclinaison 
de Forbite sur ce plan , et C Fangle que Ic rayon r forme avec 
la ligne des noeuds ; soit de plus, z Felt^vation primitive de m, 
au-dessus du plan fixe , elt^vation supposee connue ^ on aura 
r.sin.C. siih(p = z; 

en sorte que Finclinaison <P de Forbite sera connue , lorsquc Fon 
aura determine C. Pour cela, nommons a, Fangle suppose connu quc 
fait avec le plan fixe , la direction primitive du mouvement relatif 
de m ; si Fon considere le triangle form6 par cette direction prolon- 
gee jusqu’a la rencontre de la ligne des nocuds , par ceite derniere 
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Jigne, et par le rayon r; en noinmant /, le cole de ce triangle, 
oppos<^ a Tangle C, on aura 

r.ssin. C 
win. * 


on a ensuito ^ = sin. on aura done 


lang.C: 


r.sin.A — L.cos, i 


Lcs elemens dc Torbile de la planele ^lant determines par ces for- 
mules , cn fonctions dcs coordonnees r et z , de la vitesse de la 
planete et de la direction de son mouvenient; on peut avoir les 
variations de ces elemens , correspondantes a des vaxaalions sup- 
pos(3es dans la vitesse et dans sa direction ; et il sera facile, par 
lcs metliodes que nous donnerons dans la suite, d’en conclurc lcs 
variations diilerentielles de ees elemens , dues a Taction de forces 
perturbatrices. 

Jleprcnons fequation 

Dans Ic ccrcle a^r , et par consequent :=U. ainsi, lcs 

vltcsses dcs plaiictcs dans des ccrcles differens , sont comme les 
racines quarrccs de leurs rayons. 

Dans la parabole,^a = oo , partant les vitesses dans 

lcs differens points dc Torbite , sont done alors rc^ciproques aux 
racines quarries dcs rayons vecteurs , et la vitesse a cliaque point, 
est a cclje qu’auroit la j)lanete , si c]le decrivoit iin ccrcle d’un 
rayon cgal an rayon vectcur r, comme : i. 

Une ellipse inliniment applatie, se change en ligne droite, et 
dans ce cas, exprime la vitesse de , s’il descendoit en ligne 
droite vers 31. Supposons que m parte de Tetat du repos , et que sa 
distance primitive a 31 soil ry supposons de plus, que parvenu 
^ la distance r', il ait acquis la vitesse /^'y Texpression precedente 
de la vitesse , donnera les deux <5quations suivantes : 



d’ou 
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d’oii I’on tire 

^ rr 

c’est Fexpression de la vitesse relative acqiiise par m , en parlaiit 
de la distance r, et en tombant vers de la hauteur r — r. On 
determiiiera facilement , au moycn de cette formule , de quelle 
hauteur le corps w, mu dans une section conique, devroit tomber 
vers M , pour acquerir , en partant de Pextremit^ du rayon vcc- 
teur r, une vitesse relative egale a celle qu’il a a cette extr^mit^ ; 
car i^etant cette derniere vitesse , on a 


u\\~ 


niais le quarr6 de la vitesse acquise en tombant de la hauteur r — r, 
est 2 j en cgalant ces deux expressions , on aura done 


r 


r.(^ a— r} 
4a — r 


Dans le cercle et alors r — r =yr/ dans Tcllipse, on a 

r — r <Cjr; a etant in/lrii dans la parabole , on a r— r et 

dans I’hyperbole , oil a cst negatif, on a r — 


27* L’equation 

dt‘ 


cst remarquable, en ce qu’elle donne la vitesse independamment de 
Tcxcentricit^ de I’orbite, Elle est renferm^e dans une Equation phis 
g^n6rale qui existe entre le grand axe de Torbite , la corde de Fare 
elliptique , la somme des rayons vecteurs extremes , et le temps 
employ^ a d^crire cet arc. Pour parvenir a cette derniere Equation, 
nous reprendrons les Equations du mouvement elliptique , don- 
ndes dans le n®. 20 ; en y supposant pour plus de simplicite /x = 1 * 
Ccs Equations deviennent ainsi : 

a.( I — c‘) 

^ ■ ■ * 

1 4- e.cos. V ^ 

r= a.("i — e.tos.u) ; 

' 1 

t=^a**(u — e*^in.u). 

Mi:cAN. c£l. Tome /. B b 
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Siipposons que r, u et t correspondent a la premiere extr^mitc 
de I’arc elliptiquc , et que Py u* et i* correspondent a I’autre 
extreinitc^ on aura 

r — , ,* 

i-j-e.cos. V 

/==a.(x — ^.cos. u) / 


Soil 


t' = a\( u — e. sill. u). 

u + u 


■ — C 


C' ; r+r=i? y 


2 2 
si Ton rctranclic Texpression de f,de ccllc de i\ et si Ton observe 
que 

sin. u — sin. u = 2. sin. cos. / 

on aura 

I 

T = 2 a*. — e.sin. ^.cos, C') . 

Si Ton ajoute Tunc a I’antre, les deux expressions de ret de r' 
cn u et ii', et si Ton observe que 

cos. u! + cos. u = 2. cos. C. cos. C' y 

on aura 

I{ = 2a.(i — e.cosX.cos.C'J. 

Maintenant, soil c la corde dc Fare elliptique; on a 
c* = r* + r * — 2 r r • cos. (p — pj j 
inais les deux t^qualions 

eV 


1 -{-e.cos.v 
domicnt celles-ci , 

|cos. w — e} 


co 3 .p = a,- 


• r = a.( 1 — e.cos.u) y 

a. [/ g — e^.sin.u 


sin.v = - 


, c- v/ 1 — e^.sin.ii' 

sm. p = ; i 


On a pareillement 

a.fcos.u — e) 

COS. P = j 

/ T 

on aura done 

rr . co8.(' p.^p')^a*, (e—cos.u ) . ( e-^cos.u* )+ a* • ( i— sin.z/. sin.i/ / 
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ct par consequent , 

= — e*), {i — sill. z/. sin.//' — cos. « . cos. z/ } 

+ . ("cos. — cos. u) “ y 

or on a 

sin. u . sill, u* + cos. u . cos. z/ = 2 . cos.* C— 1 ; 
cos. w — cos.w' = 2.siu.^.sin.^,' 

partant 

c* = 4 a* . sin.* C.(\ — cos.* C ) ; 

on a (lone ainsi les trois equations suivantes , 

i? = 2 (2 . { I — e. cos. C. cos. C ' } ; 

} 

T = 2 a*. — ^.sin. Ccos-O / 

c* = 4a*.sin.*^. (" i — e*.cos.* C' ), 


La premiere de ces equations donne 

55 a — R 


e.cos.C' : 


aa.cos.C ^ 

cn substituant cclte valeur dc e*cos. dans les deux aiitrcs, 011 


aura 


T = 2 a^|f+^^^^^.tang.c| ; 

c* = 4 a". tang.'' f. |cos,*f — |. 

Ces deux equations ne renferment point rexccnlriciie ^ ; cl si dans 
la premiere , on subsiituc au lieu de C ^ sa valour donnec par la 
seconde; on aura T en fonction de c , i? et a. On voit ainsi que 1(^ 
temps T ne depend que du demi-grand axe, dc la corde c, et dc la 
somme R des rayons vccteurs extremes. 

Si Ton fait 

2a — Rq-c , 2a — R — c 


la dei'iiicre des equations preccidentes donnera 

cos.2C=zz'+ V (1 — / 

d*ou Ton tire , 


2 C= arc . cos. z * — arc • cos. z ; 


Hb 2 
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arc. COS. z desiguanl ici I’arc qui a z pour cosinus j on a par con- 
sequent 


laiig.C — 


sin. { arc . cos. z') — sin. f arc . cos. z) 
z-j-z 




on a ensuilc z\z^ — — ,• Texpression de T deviendra done, en 

observant que si T est la durde de la revolution syd^rale de la 
i(Tre dont la moyenne distance au soleil, est prise pour unite , 
onaparlen®. i6, jr= 29 r; 


T — 


q^.T 

StT 


( arc . cos. z'— arc . cos. z — sin. ( arc . cos. z')+ sin. ("arc . cos. } . (a) 


Les mcnies cosinus pouvant appartenira plusieursarcs, cette expres- 
sion de T est anibigue , et il Taut bien distinguer Ics arcs auxquels 
respondent les cosinus z et js'. 

Dans la parabole , le demi-grand axe a est infini, et Ton a 

a rc . cos . 2' — sin. (" arc • cos. z)=\. 

Ell faisant enegatif, on aurala valeiir dcarc. cos. z — sin.{" arc. cos. r 
111 formulc (a) donnera done pour Ic temps T employ^ a d( 5 crire 
J’arc sous-lcndu par la corde c, 

T=— . {(r^rr+cy::p(r-\- /— c/} ; 

12 ^ 

le signe — ayant lieu j lorsque les deux extremit^s de Fare para- 
bolique sont situ^es du meme cote de I’axe de la parabole, ou 
lorsque I’une d’elles ^lant situ(^e au-dcssous, Tangle forme par 
ies deux rayons vccteurs , est touriie vers le perili^lie ; il faut 
employer le signe + dans les autres cas. T 6tant 6gal a 
T 

565 125638 , on a , — =9*®“”, 688764, 

Dans Thypcrbole , a est n^gatif ^z etz' deviennent plus grands 
que Tunite ; les arcs, arc. cos. z et arc. cos. z' sont imaginaires , et 
Ton a en logarilhmes hyperboliques , 



arc . cos. z = log (z+V^z^^i) ; 

a rc . c os.z ' = • log. f + / z'— 1 ) ; 
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la formule (a) devient aiusi, en y cliaiigeanl a dans — a , 
s 

- - 

T = ^~. ( 1 qcl/js*— -1 — }). 

La formule(a) domic le temps cprun corps cmploie a descendre eii 
lignc droite vers le foyer, en parlaut d’une distance doniide, avecunc 
Vitesse donnee : il suffit pour ccla , de supposer I’cllipscqu’il decrit 
alors, iiifinimcnt applatie. Si Ton suppose, par exoiiiple, que le 
corps parte de I’etal du repos , a la distance 2 a du foyer, et que 
Ton clierche le temps T , qu’il cmploie a s’en approcher a la dis- 
tance c; on aura dans ce cas , i{ = aa + r; r=: 2a — e; ce qui 

C-^d 

donne .2'= — 1 ; r =— la formule {a) donnera done 


5 



2 -T 



arc. cos. 





Il y a cependant une dilF6rencc cssenliellc cnlre le mouvement 
elliptique vers le foyer, et le mouvement dans une ellipse iiili- 
niment applatie. Dans le premier cas , Ic corps parvenu au foyer , 
passe au-dela, et s’en doigne a la meme distance dont il etoit parli ; 
dans le second cas , le corps parvenu au foyer , revient au point 
d’oii il etoit parti. Une vitesse tangenliellc a Faplielie , qiielque 
petite qu’elle soit , suflit pour produire cette difference qui ivin- 
llue point sur le temps que le corps emploie a descendre vers le 
foyer. 

28. Les observations ne faisant pas connoitrc les circoiis- 
tances du mouvement primitif des corps celestes ; on ne pent pas 
determiner par les formules du n®. 26 , les eldmens de leurs 
orbites. Il est necessaire pour cet objet, de comparer entre elles, 
leurs positions respectives observees a differentes (?poques \ cequi 
pr^sente d’autant plus de diflicultes , que Ton n’observe point ces 
corps, du centre de leurs mouvemens. Relativement aux planetes, 
on pent, au moyen de leurs oppositions ou de leurs conjonctions , 
avoir leur longitude telle qu’on I’observeroit du centre meme du 
soleil. Cette consideration Jointe a la petite excentricite et au peu 
d’inclinaison de leurs orbites a Tediptique , donne un moyen fort 
simple d’avoir leurs eiemens. Mais dans I’etat actucl de laslro- 
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iH^inie , les elemens cle ces orbites n’ont besoin que de corrections 
lres- 16 geres ; et comnie Jcs variations dcs distances des planetes 
a la terre, nc sont jamais assez grandes pour les derobor a nos 
regards • on peut les observer sans cesse , et rectifier par la com- 
paraison d’un grand nombre d’observations , les Clemens de leurs 
orbites , et les erreurs memes dont les observations sont suscep- 
tiblcs. 11 ifcn est pas ainsi des comctes 5 nous ne les voyons que 
vers leur p 6 rih 61 ie<: si les observations de leur apparition sont 
insuffisantcs pour determiner leurs elemens 5 nous n’avons alors 
aucim inoyen de suivre ces astres par ]a pensee , dans rimmeiisit6 
de I’espacc , et quand la suite dcs siecles les ram^ne vers le soleil , 
il nous est impossible dc les reconnoitre; il est done important de 
pouvoir determiner par les scules observations de fapparitiou 
d’une comete , les elemens de son orbite ; mais cc probleme pris cn 
rigueiir , surpavssc les forces de Fanalyse, et Ton est oblige de recou- 
rir aux nuHliodes d’ approximation , pour avoir les premieres va- 
lours des elemens , quo Ton peut corriger ensuite avec toutc la 
precision que les observations coinportent. 

Si Toil faisoit usage d’observations eloignees entre elles,les elinii- 
nations conduiroient k des calculs impraticablcs; il faut done se 
bonier a nc considener quo des observations voisines , et avec 
celle restriction menne , Ic probleme presente encore de grandes 
dilllcultes. Apres y avoir r^fleclii, il m’a paru qu’au lieu d’em'- 
ployer dircctcment les observations, il est plus avantageux d’cii 
tircr des donnees qui offrent un resultat exact et simple , et je me 
suis assure que celles qui reniplisscnt le iiiieux cette condition, 
sont la longitude ct la latitude geocentriques dc la comete, a un 
instant doniie , et leurs premieres et secondes differences divisees 
par les puissances correspondantes de I’element du temps ; car au 
moyen de ces donnees , on peut determiner rigoureusemeiit ct 
avec facilitd, les elemens, sans recourir a aucune integration, et 
par la seule consideration des equations differenlielies de I’orbite. 
Cette maniere d’envisager le probleme , permet d’ail leurs d’em- 
ployer un grand nombre d’obscrvalipns voisines , ct de compreii-* 
dre ainsi , un intcrvalle considerable entre les observations extre- 
mes , ce qui est tr^s-utile pour diminuer riufliiciice des erreurs 
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dont ces observations sont toujours susceptibles , a cause de la 
n^bulosite qui environne les cometes. Je vais d’abord presenter Ics 
formules necessaires pour conclure les differences premieres de la 
longitude et delalalitudc, d’un nombre quelconquo d’observations 
voisines ; je determinerai ensuile les d^raens de Torbite d’uiic co- 
mete, au moyen de ces differences; enfin, j’exposerai le nioyeii qui 
m’a paru le plus simple, pour corriger ces elemens , par trois ob- 
servations eloignees entre elles. 

Soil a une epoque donnee, a la longitude geocenlrique 
cl’une comete, et 9 sa latitude borcale geocentrique , les latitudes 
australes devant etre supposees negatives. Si Ton designe par .9, 
le nombre des jours ecoules depuis celtc epoque ; la longitude et la 
latitude geocentrique de la comete apres cet intervallc , seront cx- 
prim^es en vertu de la formule ( i ) dii n®. 21, par les deux suites , 


/dA\ /d^A\ /d^A\ ^ 

On determinera les valours ^ (iT ^ ’ 


au moyen de plusieurs longitudes et de plusieurs latitudes gdo- 
centriques observees. Pour y parvenir de la maniercla plus sim- 
ple, considerons la suite inlinie qui exprirne la longitude gtocen- 
trique. Les coefllciens des puissances de s , dans cette suite , doiveiit 
etre determines par la condition qu’elle doit represen ter cliaqtie lon- 
gitude observee, en y subslituant pour s , le nombre des jours qui 
lui correspond; on aura ainsi autant d’equations que d’observa- 
tions ; et si le nombre de celles-ci cst tz, on ne pourra determiner 

a leur moyen , dans la suite infinie , que n quantiti^^s at , ^ ^ ^ 

Mais on doit observer que s etant suppos6 fort petit, on pent negli- 
ger les ternies multipliers par &c. , ce qui reTduit la suite 

infinie, a ses n premiers termes que I’on pourra determiner par 
les n observations. Ces determinations ne seront qu’approchees , 
et leur exactitude d^pendra de la petitesse des termes que Ton 
neglige ; elles seront d’autant plus precises , que s sera plus petit, 
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et que I’on emploiera un plus grand nombre d’observalions. La 
th^orie des interpolations se rMuit done a trouver une fonction 
rationnelle et entiere de s , qui soit telle, qu’en y substituant pour s , 
le nombre des jours qui correspondent a chaque observation , elle 
se change dans la longitude observ^e. 

Repr(^senlons par C, &c., les longitudes observ^es de la 

comete, et par i, i\ i \ &c. , les nombres des jours dont ellessui- 
vent I’epoque donnee ; ces nombres doivent etre supposes nega^* 
tifs pour les observations ant^rieures a cette ^poque. Si Ton fait 


i' — i 








; &c.; 


/'S'— J'C 
i — i 




I — I 


&c. ; 


la fonction clierchde sera 




car il cst facile de s’assurer que si Ton fait successivement 5 = ^ , 
s = i- s=:i\ &c., elle se chan gera dans &c. 

Maintenant , si I’on compare la fonction prec^dente , a celle-ci , 


a-f 


\ds) ^ i.a'VrfiV ^ ■’ 


on aura , en ^galant les coelllciens des puissances semblables de 


et = C— — <r*c — I, i »i \ &c. j 


^ ^ ^ il -f* ii^‘ -f- i' i" ) C — &c. j 

i.(^)= &c.; 

les differences ult^rieures de et nous seront inutiles. Les coelficiens 
de ces expressions sont alternativement positifs etn^gatifs; le coeffi- 
cient dc (TT est, abstraction faite du signe, le produit r * r, des r quan- 
tit(^s i\ i'\ . . dans la valeur de et / il est lasomme des prp- 

duits des uicmes quantiles, r — i a r— r i , ^ans la valeur ^ > 

eniiu 
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enfin il est la sorame des produits de cci quanlites , r — 2 a r — 2 , 

dans la valeur de -r— \ 

Si Ton nomine y , y', y \ &c. , Ics latitudes geocentriques obscr- 
■vees de la coraete \ on aura les valours de 9, 

changeant dans les expressions pr^cedcntes de oe, 
les qiiantitds C, C', (f', &c. , en y\ &c. 

Ces expressions sont d’autant plus precises, qu’ily’a plus d’obser- 
vatioiis , et qne les intervalles qui les separcnt , sent plus petils ; 
on pourroit done employer toules les observations voisiiies de 
I’epoque choisie , si el les etoient exactes ; mais les erreurs dont 
elles sont toujours susceptibles , conduiroient a un rt\sultal fautif; 
ainsi pour diminucr riiillucnce de ccs erreurs, il faiit augmenlcr 
I’intcrvalle des observations extremes , a mesure que Ton cmploic 
plus d’ol^scrvations. On pourra de cette maniere, avee cinq obser- 
vations , embrasser un iutcrvalle de trente-cinq ou quaranie 
degves , ce qui doit conduire a des valeurs trcs-approchees de la 
longitude et de la latitude geocentriques , et de leurs premieres ct 
secondes dilTerences. 

Si Tepoque que Ton clioisit , est telle qu’il y ait un nombre eg.il 
d’observations avant et apres , dc inanierc que chaque longitude 
qui la suit, ait une longitude correspoudaiite qui la precede dii 

inenie intervallej cclle condition rendra les valeurs dc a , ^ 
cl 5 approcliees , et il est facile de s’assurer que dc nou- 

vellcs observations prises a egales distances de part et d’autre de 
IVpoque, ne feroient qu’ajonter aces valeurs, des quantites qui 
serpient , par rapport a leurs derniers termes , du mcme ordre que 

Ip rapport de *s**^^^ a Cette disposition symelrique a lieu, 

lorsque toules les observations etant (^quidistantes, on fixe I’epo- 
que, au milieu de I’intervalle qu’elles compreunent ; il y a done 
de Pavantage a employer de semblables observations. En general , 
rl sera toujours avantageux de fixer P^poque, vers le milieu de 
Mi:cAN. CiiL. Tome /. C c 
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cet inter valle ; parce que le noinbre de jours qui la s6parent des 
observations extremes, etant moina considerable , les approxima- 
tions sont plus convergentes. On simplifiera encore le calcul, en 
fixant 1 epoque, a I’instant meme d’une des observations 5 ce qui 
doniiera iminediatement les valeurs de a, et de 0 , 


/fid 


Lorsque Ton aura determine par ce qui precede, 

\ \ / 

) ’ conclura de ccitc maniere, les differences 


premieres ct sceondes de a et de diviscespar les puissances cor- 
respondantes de IVdement du temps. Si Ton neglige les masses des 
planetcs et des cometes , vis-a-vis celle du soleil , prise pour unite 
de masse; si, de plus , on prend pour unite de distance, sa moyenne 
distance a la ter re ; le moyen rnouvement de la terre autour du 
Holeil , sera par le n^. 23, la mesure du temps soit done k le 
nombre de sceondes que la terre d6crit dans un jour , en vertu de 
son moyen rnouvement syderal ; le temps t correspondaiit au 
nombre s de jours, sera a 5; on aura done 


/d.\ » (^\ 

\ ^ * W / 

Ia's observations donnent en logarillimes des tables, log. ^ = 
4,0594622; de plus, log. log. A -flog. ~ , II etant le rayon du 
eercle, rc^duit en sceondes; d’ou rcsulte log. a® = 2, 2760 1:44; par- 
tant, si Ton r^duit en secondcs , les valeurs de 

on aura les logarillimes de , en retranchant des 

logarillimes de ces valeurs , les logaritlimes, 4,0094622 , et 2,275o4'i4. 


en re- 


/dd\ 

On aura pareillcment les logarillimes de f “ j et de ( 

irancliant respectivement les mernes logarillimes , des logaritlimes 
de leurs valeurs reduites eii sceondes. 

Cest de la precision des valeurs de «, ^ 

f — j, que depend I’exactitude des r^snltats suivans,etcomme leur 
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formation est tres-simple , il faut clioisir et multiplier les obser- 
vations , de maniere a les obtciiir avec le plus de precision qu il est 
possible. Deterrainons prescntemeiit , au iiioyeii de ccs valeurs , 
les elemens de Torbite de la comete , et pour gdneraliscr ccs resiil- 
tats , considerons le mouvement d’un systeiiie de coiqis animes par 
des forces quelconques. 


3o. Soient jz, leS coordonnte rectangles du premier 

corps; y\ z\ celles du second corps, ct ainsi de suite. Conce- 
vons que le premier corps suit sollicit(5 parallelement aux axes 
des .r, des y et des par les forces Y et Z, que nous sup- 
poserons tendrc a diniiiiucr ces variables. Concevons pareillejncut; 
que le second coiqis soit sollicite parallelement aux memcs axes , 
par les forces X\ Y\ Z' , et ainsi de suite. Les iiiouvemcns de tons 
ces corps seront donnes par les equations dillcrciiticllcs du second 
ordre , 


ddx __ . ddy ddz __ 

. = ^+.V; 0=^+1-, o = — +^, 


n j. y' 

o = — h A 


dt^ 


ddy ddz 


&C. 


Si le noinbre de ces corps est n, ces ^‘qualions seront au nombre 5//, 
et Icurs integralcs finies renfermetont 6n arbitraires qui seront 
les elemens des orbiles dcs diff6reiis corps. 

Pour determiner ces elemens par les observations , nous trans-^ 
formerons les coordonnees de cliaquc corps , en d’autres dont 
Torigine soit a I’observateur. En supposant done un plan passant 
par I’oeil de I’observateur , et dont la situation soit to uj ours paral- 
lele a elle-nieme, tandis que Tobservateur se ineut sur unc courbe 
donnee ; nous nommerons p , p', p", &c. , les distances de Tobscr- 
vateur aux difierens corps, projetees sur ce plan; ct, a, a!\ Ike,, 
les longitudes apparentes de ccs corps, rapportees au meme plan , 
et0, 0', &c. , leurs latitudes apparentes, Les variables a;, z, 

seront donnees en fonc lions de p , ct , 0 ct des coordonnees de Tol)- 
servateur. Pareillement , x', y' , z, seront donnes en fonclions dc 
p', <t', 6', et des coordonnees de I’observateur , et ainsi de suite. 
L’ailleurs , si Ton suppose que les forces A, Yy Z , A', 1", Z', &c., 

Cu 2 
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sont dues a I’aclion reciirroque des corps du systeme, et a deS 
allraclions c^trangeres ; elles seront tionnees en fonctions de p, 
p", &c. ; &c. \ ^ y ^"y &c. j ct de quantiles connnes ; les 

dqualions difierenliclles precedentes seront ainsi entre ces nou- 
Ycllcs variables , el leurs premieres et sccondes dift'erences ; or Ics 
observafions font coniioUrc , pour un instant donne, Ics valeurs 

( ti )’ CS) > ® ’ (rO ’ (Jf) ’ (^)’ 

done d’inconnues , que les valeurs de p, p', &c. , et leurs pre- 

]iiieres cjt secondes diil'ercnces. Ces inconnues sont au nombre 5 n , 
et cornmc on a 5 /i equations diffcrcntielles, on pourra les deter- 
miner. On aura meiiie cet avantage , que les premieres et secondes 
(lillerences de p , p', p^^, &c. , lie sc prescnleront dans ces equations , 
que sous une forme lineaire. 

Les quantiles , 9 , p , ct', d', p', &c. , ct leurs premieres diffe-* 
rences divisecs par di ^ clant comiucs ; on aura , pour un instant 
donne, les valeurs de Xyyy x\ y y z' y &c. , et de leurs pre- 
mieres dillerenccs divisees par dt. Si Ton subslitue ces valeurs 
dans les 5/2 integrates JInies des (Equations prdcedenles , et dans les 
difTercnces premieres de ces inlegrales- on aura equations au 
moyen dcsqucllcs on pourra determiner les G/z arbitraires de ces 
integrales , ou les el(^mcns des orbiles dcs difTerens corps. 

3l, A})pliquons cetle melliode au mouvement des cometes. 
Pour cela, nous observerons que la force principale qui les anirnc, 
est ratlraclion du soleil ; nous pouvons ainsi , faire abstraction de 
toulc autre force. Cependant , si la cornetc passoit assez pres d’unc 
grossc planetc , pour cn eprouver un derangement sensible, la 
melliode jn ecc'alen tc feroit connoitre encore sa vitesse et sa distance 
a la lerrc j mais ce cas etant cxcessivcment rare , nous n’aurons 
egard , dans les rcclierclies suivantes , qu’a Faction du soleil. 

Si Ton prend pour unit (5 de masse , celle du soleil , et pour unil6 
de distance , sa moyenne distance a la terre • si de plus , on fixe au 
centre du soleil, Forigine des coordonnees x^y^Zy d’unecomete 
dont nous nommerons Ic rayon vecleur; les equations diffe- 
reutiellcs ( O) du n''. 17, dc\ iendront, en negligeant la masse de la 
comete vis-a-vis de celle du soleil , 
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ddx X 

^ ‘^‘ty , .y 

ddz z 

'’=77 + 7 - 


(-&) 


Slipposons que le plan cles x et desy ^ soil le plan meme de l^eclip-* 
lique ; que I’axe ties x soit la ligne menee du centre dii solcil , 
au premier point d’aries , a unc epoque doniiee ; que Taxe des soit 
la ligne menee du centre du solcil au premier point du cancer, 
a la meme (Epoque • enfin , que les z positifs soient du meme cote 
que le pole boreal de recliptiquCi Nommoiis ensuite x' eiy' les 
coordonnecs de la ter re , et 7? son rayon vccleur ; cola pose , 
Transformons les coordonnecs x^ y, z, en d’autres relatives a 
I'obscrvateur ; et pour cela , nommons a , la longitude geocentriqiie 
delacomete, 9 sa latitude geocentrique, et p sa distance au ceniro 
de la terre , projelee sur Fecliptiquc 5 nous aui’ons 


x = x' + p^cos.A ; y ~y+p*sin.A j z = pAangJ* 

Si Ton niultiplie la premiere des equations (>(•), par sin. et qne 

Ton en retranclic la seconde multiplice par cos. a , on aura 

ddx ddy x sin. — y.cos.cc 

o = sin*a. — ; cos.a.- 7 — d ; 

dt^ dt^ ^ 

d’oii Ton tire, en subslituant pour x et Icurs valeurs precedentes , 

. ddx' ddy a:^8in. ct— -y' .cos. et 

O — Sill, a . , 7;- COS. ot . — d „ 


dt‘^ 


dt* 


f d;>\ /dct\ /ddct\ 

\dt ) \dt) ^ ) 


La terre 6 tant retenue dans son orbite , comme la comete , par I’at- 
traclion du soleil , on a 


ddx' X 
O — ■ ■ r:. " + 


dt- 




n — iiL j. £ , 

dV‘ 


ce qui donne 


d dx 


ddy y .cos. et — .r'.sin.tft 


dL^ 
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on aura done 

Suit A la longitude tie la terre vue du soleil 5 on aura 
A:' = i{,cos.^ ,• y = /?.sin.^ ; 

parlant 

j^'.cos.ct — Af',siri.<t = i?.sin.("^-~ ctj ; 

requation pr^cedeiite donnera ainsi , 

/dd^\ 

/dp\ f 1 1 'I . 

\dt)^ 




Clicrclioiis niainienant une seconde expression de 

cela\ nous rnulliplierons la premiere dcs Equations (/r), par 
tang J. cos, tt la seconde, par tangJ.sin.a ; et nous rctranclierons 
latroisicmc equation, de la somnic dc ces deux produitsj nous 


aurons ainsi. 


j ddz 


^ ( ddx , ddy\ . (jr.cog.ct-fy.sin.ci 

: tang. 6 . 1 cos. • 77 + ^ j + ® ^ 

Cette equation deviendra, en y substituant pour leurs 

valeurs , 

f /rfrir' , x''\ ___ _ , /ddy' ^ y\ J ^\dt)'\dtj 


o = 1 ang. 9 .^— + 




C cos.^e 


cos,^ fl 




or on a 


/ ddx 

\Tt 


r + 7) • cos. »* + +7^ . sin. « =r ( x'.cos. :».+y. sin. • ^7 — 

r^/^.cos.r^— 


parlant 
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i?. sin. 9. COS. d. COS. fA — et) 


.. kl.. 
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i\dt) 




+• 


Mkp).- 




si I’on retranclie cette valeur de /> , dc la premiere , cl que Ton 
suppose 


/d(\ / dd)\ / d)\ /ddt\ /dA /d9\* fdA^ , 

( T )•( *T~ T I*! T~ l + ^( T )•( T") ‘tang-S + ( T* ) -sin-fi. 

\dtj \dl^ j \dtj \dt^ J \dtj \dtj ^ \dt/ 

^^^.sinJ.cosJ.cos.f^ — + ^.sin. — a ) 


cos. 


9 


on aura 



\r^ R^J 


( 3 ) 


La distance projetee p de la comete a la lerre , 4tant loujours posi- 
tive ; cette Equation fait voir que la distance r de la comdte au 
soleil , est plus petite ou plus grande que la distance i? du soleil a 
la terre, suivant que/^' est positif ou negatif: ccs deux distances 
sont ([‘gales , si / = o. 

On peut , par I’inspcction seule d’un globe celeste , d(5 terminer 
le signe de / ; et par const^quent, si la comete est plus pres ou plus 
loin que la terre, du soleil. Pour cela, imaginons un grand cercle 
qui passe par deux positions g^ocentriques , et infiniiuent voisines 
de la comete. Soil > I’inclinaison de ce cercle a Tecliptique , et a, la 
longitude de son noeud ascendant; on aura 

tang. y.sin-Ca, — aJ =z tang. 9 ; 

d’oii Ton tire 


J9.sin.('ot — Aj = c/ fit. sin. 9. cos. d. cos. fot— a^ ; 
en differentiant encore , on aura 

dA dd&^ /d9\ fddA\^ fdA\ fd^\ 
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etant la valeur de dd^ ^ qui auroit lieu , si le mouve- 
inent apparent de la comole continuoit dans le grand cercle, La 
valeur de (/! devient airisi, en y substituant pour c/ 5 , sa valeur 

dot. sin. 5 .cos. 5 .cos. (a, — h) 
bin, (cl ’ 


sin. 5 .cos.d — Aj 


, 0111.(0.— Ay , , 

La fonclion — r — est constaminent positive ; la valeur ae/^ esi 

sin. 6. cos. tf ^ 

, . . , . . fdd^\ /dd&\ 

done positive ou negative, suivant que ( y 

nieine signe , ou d’un signe contraire a ov ^ ^ 

cst egal a deux angles droits, plus a la distance du solcil , au noeud 
ascendant du grand cercle ; d’ou il est facile de conclure que i/f sera 
positif ou negatif , suivant que dans une trolsienie position geo- 
centrique de la com6tc , inliniment voisine des deux premieres, la 
com6tc s’^cartera du grand cerclo, du meme cote ou se trouve 
le solcil , ou du cot <3 oppose. Concevons done quo par deux posi- 
tions g6ocenlriqucs tres-voisines de la conicto , on fasse passer uii 
grand cercle de la splierc j si dans une troisieme position geocen- 
trique consecutive ct tres-voisine des deux premieres, la comete 
s’i^carle de ce grand cercle , du meme cote que le soleil , ou du cote 
oppose , die sera plus pr6s , ou plus loin du soleil , que la terre; die 
en sera t^galement doignee, si die continue de paroilre dans ce 
grand cercle ; ainsi Ics divcrscs inflexions de sa route apparente, 
nous eejairent sur les variations de sa distance au soleil. 

Pour edirniner r, de Tequation ( 5 ), et pour reduire cettc Equation 
a ne renfermcr que J’inconnue p; nous observerous que Ton a 
+ en substituant au lieu de z , leurs valeurs 
en p , at ct 5 ; on aurfi 

r*= ^'“+y'*+2p. {^'.cos. a+y.sin.*} +—7^ > 
mais on a, x' = fl.cos, ^ y' =^,sin.^ ; partant 
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Si I’on carre les deux membres de Tequation (3) mise sous cello 
forme , 

on aura , en substituant au lieu de r*, sa valeur , 




Equation dans laquelle il n’y a que p d’inconnue , et qui nionlc au 
septieme degi e , parce que Ic tcrme tout connu du premier meiu- 
brc etant egal a I’^quation enliere cst divisible par p. Ay ant 

ainsi determine p , on aura m , au moyen des Equations ( i ) 

ct (a). En substituant , par excniple, dans Tequation (i) , au lieu 


de ~ ^ , sa valeur ^ , donn^e par requution ( 3) j on aura 


m- 






L’dquation (4) est souvent susceptible de plusieurs raciucs reelles 
ct positives : en faisant passer son second membre dans Ic premier^ 
et cri la divisant ensuite par p , son dernier tcrme sera 
2.i?\cos.”0. 4-5. cos. ( aJ} ; 

ainsi Tequalion en p etant du septieme tlcgr6 , ou d’un degro 
impair , elle aura au moins deux racines reelles positives , si 
pt'i2^43.cos. — a) est positif; car elle doit toujours , par la 
nature du probleme, avoir une racine positive, et elle ne pent 
alors avoir ses racines positives, en nombre impair. Cliaquc valciir 
reellc et positive de p , donne une section conique diirerento, pour 
I’orbite de la comete j on aura done autant de ccs courbes qui 
satisfont a trois observations voisines, que p aura de valours r6elles 
et positives , et pour determiner le veritable orbite de la comete , 
il faudra recourir a une nouvelle observation. 

32. La valeur de p , tir6e de Tequation (4),soroit rigoureusc, 

/d4,\ fd^ctX ^ /d)\ /dH\ , . 

SI )> I ^ I ^ J VdFJ exactement connus ; 

piais ces quantit^s ne sont qu’approchees. A la v^rit6 , on peut eu 
Mi^^can. cel. Tome L 13 d 
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approcher de plus en plus, par la methodc exposee precedemment, 
en faisant usage d’lm grand nombre d’obser'vations, ce qui donne 
I’avantagc de considercr d’assejj grands intervalles , et de compert- 
ser les lines par ies autrcs , les erreurs des observations. Mais cctte 
nietljode a Fincorivenient analytique d’ernployer plus de trois 
observations , dans un probleme oil trois suffisent. On peut obvier 
a cct inconvenient, de la raaniere suivanle, et rendre noire solu^ 
lion aussi approcbee que Ton voudra , en ne considerant que trois 
observations. 


Pour ccla , snpposons que a et 0 , reprdsentent la longitude et 
la latitude gcocentrique de Fobservation intermediaire ; si Fon 
substiluc dans les i'quations (Z*) du n^ pri^cedent , au lieu de 
a;, j', Zy leurs valcurs x' p . cos. a, ; y + p . sin. ot et p. tang. 9; dies 


, en fonctions de p , a et t) , de 

leurs premieres differences , et des quantiles connues. Si Fon diffc- 

/dh\ /d^A /dH\ 

rentic ces lonclions, on aura (^ 1 ) I 77 ?) [TFJ’ en lonclions 




de p, rt, 9, e I de leurs piTniiercsetsecondcs differences. On pourra 
en elimiiier la seconde difference de p, au nioyen de sa valeur, 
et sa premiere diirerencc , au nioycn de Fequation ( 2 ) du n®. pre- 
cedent. En continuant do differentier successivement, les valeurs 


de 


Cv).(: 


d'^9 A 

^ j , et cn climinant les differences de ot , et de d siipi^- 


rieures aux secondes differences , et toutes les differences de p / 
on aura les valeurs de , &c. , &c. , en 

fonctions de p, a, 


A /d'A 


Soient <*, a', les trois longitudes g^ocentriques observ&s de 
la comete; 9,, 9, 9' ses trois latitudes g^ocentriques correspon-^ 
dailies ; soil He nombre des jours qui separent la premiere de 
la scconde observation, ct cclui des jours qui separent la seconde 
observation dc la troisieme 5 enfin , soit ^ Fare que la terre d^xrit 
dans un jour, par son moyen mouvement syderal 5 on aura par le 
29 , 
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/di\ iKK» /d‘a.\ i^.K> /d?a\ „ 

* =•+' •“■(?-,)+— -( 3 ?) + 7:r5-(3?)+ i 

9 , = 9 -^i . A . ^ - j + -— . ^— j - j + &c. ; 

9 = 9 +i.x.(-) + — j+— .^— j+&c. 

Si I’on substitue dans ces series, au lieu 
/dH\ 

f — 1 , (^ 1 ) 1 Icurs valeurs oblenues par cc qui precede; 

on aura quatre Equations entre les cinq inconnues p , 

equations seront d’autant plus exacles, que Ton 

aura considere un plus grand nombre de termes dans ces series. On 

auraainsi , et , en fonctions de , et de 

quantites connucs ; et en les substituant dans Tequation ( 4 ) du 
n®. precedent , elle ne renfermera plus que I’inconnue p. Au reste , 
cette methode que Jc n’expose ici que pour montrer comment 
on peut obtenir des valeurs de plus en plus approcll6es de p , en 
n’employant que trois observations , exigeroit des calculs pcnibles 
dans la pratique , et il est a-]a-fois plus exact et plus simple d’en 
considerer un plus grand nombre , par la m^tliode du n°. 29. 


33# Lorsque les valeurs de p et de m seront determinees, 

on aura celles de Xy y, Zj nioyen dcs 

(Equations 

•r = /?. cos.-^^-bp.cos.flt ; y = 7 Z. sin, -r^+p* siu.ee ; z = p.tang. 5 ; 
et de leurs diff<6rentielles divis^es par d t , 


Dd 2 
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/,l.v\ /dR\ ^ „ f<U\ . ^ /df\ (d'\ . 


/ dy\ /dR\ . . _ 

\dt J \dt / 

/ dz\ / d p\ ^ ^ 

( — )r={ _ J.tangJ + - 
\dt J \dt ) ® 




Lcs valeurs de sont donnecs par la theotie du 

HiOLivcmenl de la Icrrc : pour eii facilitcr le calcul , soit -E, I’ex- 
cciitiicite dc ror])ile Icrrestrc, ct jftTla longitude de son perilielie 5 
on a par la nature du inouvernent elliplique, 


f-) 

t/i— 

jR— ^ 

[dtj 

— > 

i-j-£.cos. (A—H) 

Ces deux ecpiulions donncnt 



(")= 

E.am.(A — H] 


)/~E‘ ’ 

soit iJ' Ic rayon vccteur de la terre, corrcspondant a la longitude ^ 
de ccUe planele, augmcntee d’un angle droil 5 on aura 



I — 

■1* 

d’ou Ton tire 

1 

jB.sin. 

E.sm.(A—H)’ 

R'-^ + E^ 

-H) ^ ; 

par Ian t j 


f 


R'yi—E‘ 

Si I’on neglige le quarr^de I’cxcentricite de I’orbite terrestre, qui 
est tres- petit, on aura 



les valeurs prec^deutes de 



deviendront ainsi 
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ai5 


sin.efc ; 


f dy\ , . cos. >4 


Rj R!^ etu^ etant (lonncs immedialcment par les tables clu soleil, 
le calcul des six quantiles x, y, z j y (^} 

facile , lorsque p et seront coiinus. On cii tirera les elemeiis 

dc I’orbitc de la comete , de cette maniere. 

Le secteur inJQniment petit ^que la projeollon dii rayon vecteur 
de la cometc sur le plan de rediptiquc, decrit durant felement du 

temps d cst / d il ^st visible que ce secteur cst posilif 

ou negatif 5 suivailt que le inouvement de la comdc est direct ou 

retrograde 5 aiiisi , en formant la quantile x. ’ 


elle indiquera par son signe , le sens du mouvcment de la comete. 

Pour dcderniiner la position de I’orbite, nomnions p) son incli- 
liaison a recliptique , et / la longitude du noeud qui seroit ascen- 
dant, si le mouvemeiit de la comete cloit direct^ nous aurons 
;sr , cos. J. tang. ^ — a? . sin. J. tang, (p* 

Ces deux Equations donnent 



^ devant toujours etre posltif et mohidre qu^un angle droit , cette 
condition determine le signe de sin./; or la tangente de /, et 
le signe de son sinus 6tant determines , I’angle I est entierement 
determine* Cet angle est la longitude du noeud ascendant de Fur- 



3i4 m^canique Celeste, 

bite , si le mouvement cst direct ; mais il faut lui ajouler deux 
angles droits , pour avoir la longitude de ce noeud , si le mou- 
vernent est retrograde. II seroit, plus simple de ne considerer quo 
des moiivemeiis directs, en faisant varier I’inclinaison <p des orbites, 
depuis zdro jusqu’a deux angles droits ; car il est visible qu’alors , 
les rnouvemens retrogrades repondent a une inclinaison plus grande 
qu’un angle droit. Dans ce cas, tang. ^ est du mcme signe quo 



ce qui determine sin./, et par consequent 


gle J, qui exprime toujours la longitude du noeud ascendant.' 

et ea ^tant le demi- grand axe et I’exccntricit^ de Torbite , 
on a, pai‘ les n®*. i8 et 19, en y faisant /^=^i y 




1 a /dx\* / dy'Y / dz 

q. r \dt J 


La premiere de ces Equations determine le demi - grand axe de 
J’orbite , et la seconde determine son excentricite. Le signe de la 


fonction x 


fdx\ /dy\ /d^X 


fait connoitre si la comet© 


a d^ja passe par son pdfriln^lic 5 car elle s^en approche , si cette fonc-f 
tion est negative j dans le cas coiitriiire , laeonietp s’elpigne de c© 
point. 

Soit T rintervalle de temps compris entre Tepoque et le pas- 
sage de la cornete par le p^rihelie ; les deux premieres des (Equa- 
tions {f) du n°. so, donneront, cn pb3ej;vant que (Etant sup^ 

poscE ^gal a TuniteE, on di a % 


1 

r~a.(i — e,cos,u) ; T^-^a*^(u — e.cos,u). 


La premiere de ces Equations donne Tangle w, etla seconde fait 
connoitre T, Ce temps ajoute ou re^a^anche de Tepoque , suivant que 
la epmete s’approche ou s’(Eloigno du p6rih(Elie , donnera I’instant 
de son passage par ce point. Les valeurs de a: et de y , determinent 
Tangle que la projection du rayon vecteur r fait avec I’jixe des Xy et 
puisque Ton connoit Tangle X form6 par cet axe , et par la ligiie d^s 
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noeticls , on aura Tangle que forme cette derniere ligne avec la 
projection de r; d’oii Ton tirera , au moyen de Tinclinaison ^ de 
I’orbite , Tangle form6 par la ligne des noeuds et par le rayon r. 
Mais Tangle u etant connu , on aura ^ au moyen de la troisieme dcs 
equations (/) du n®. ao , Tangle v que forme ce rayon , avec la 
Jigne des absides; on aura done Tangle compris entre les deux 
lignes des absides et des noeuds , etpar consequent , la position du 
perilielie. Tous les elemens de Torbite seront aiiisi detcrmiiu^s. 

34. Ces Clemens sont donnes , par ce qul precede, en fonctions 

et des quantites connues ; et comme donne 

en p par le n®. 5l ; les elemens de Torbite seront fonclions de p et 
de quantites connues* Si Tun d’eux tUoit donnd , on auroit inie 
nouvellc equation, au moyen de laquelle on pourroit determi- 
ner p ; cette equation auroit un diviseur commun avec Tequa- 
tion (4) dun°. 5i ; et en cliercliant ce diviseur par les metliodes 
ordinaires , on parviendroit a une Equation du premier degr6 en p ; 
on auroit de plus, unc equation de condition entre les donnees 
des observations, et cette equation seroit celle qui doit avoir 
lieu , pour que Tt^lement donnti puisse appartenir a Torbite do la 
comete. 

Appliquons malntenant, cette consideration, a la nature. Pour 
cela, nous observerons que les orbites des cometes sont dcs ellipses 
tres-allongees , qui se confondent sensiblemcnt avec une parabole, 
dans la par tie dans laquelle ces astres sont visibles \ on pent done 

supposer sans erreur sensible , a = oo , et par consequent, “ = o 5 
Texpression de - du n®. pr6c6dent, donnera ainsi , 



o 


•3 

r 


Si Ton substitue ensuite , au lieu de 


fdx\ f Ay\ / dz\ 

\lt)’ \di) 


leurs 


valeurs trouv^es dans le m6me n®.; on aura apres toutes les reduc- 
tions , et en negligeant le quarr^ de JR ! — i , 
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+ i;.sin.('^— «; + 


sin. (A — a) 
R 


COS,(A — et.) 


R 



( 5 ) 


!2 



en aubslituant dans cetle equation , au lieu de yaleur 

~~~77Z\ • » 


trouv6e dans le n®. 5i ; en faisant ens ulle 


+ 


I tang. S . + / • tang. 9 • sin . — u ) - 


/dA /d3\ 5 ^ 
\dy yd^// j 
C03.* i / 


iUi_^ 1. 


on aura 


et par consc^quent 


o =B.p‘+ C. p ’ +~ — - } 
r*.|5.p’ + C.p+^| =4; 


cctte Equation n’est que du sixieme degre , et sous ce rapport , elle 
est plus simple que I’cquation (4) du n°. 5i j inais elle est parti- 
culiere a la parabole, au lieu que I’^qualion (4) s’eteiid a toute 
esp^ce de section conique. 

35 . On voit par I’analyse prec<^dente, que la determination 
dcs orbes paraboliquea des cometes ^ conduisant a plus d^equations 

<iue 
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qiie d’inconnues j on pent , en combinant divcrsement ccs Equa- 
tions , former autant do mElhodes dilferentes , pour calculer ces 
orbes. Examinons celles dont on doit altendrc le plus de precision 
dans les resultats, ou qui parlicipenl le inoins , aux erreurs dcs 
observations. 

C’est principalement sur les valeurs des differences secondes 

fdd*\ /dd&\ . „ 

erreurs ont une influence sensible ; en 

effet, il faut, pour les determiner , prendre les differences finies 
des longitudes et des latitudes geocentriques de la comete , obser- 
vees dans un court intcrvalle dc temps ; or ces differences etant 
moindres que les differences premieres , les erreurs dcs observa- 
tions en sont une plus grande parlie aliquole; d’ailJeurs, les for- 
mules du n®. 29 qui determineiit , par la comparaison des observa- 

tions , les valeurs de « , 9 , (^ et donnent 

avec plus de precision , les quatre premieres de ces quaulites , 
que les deux dernieres j il y a done dc I’avantage a s’appuyer le 
moins qu’il est possible , sur les differences secondes de a et de 5 ; 
et comme on ne peut pas les rejeter toules deux a-la-fois , la me- 
(bode qui n’emploie que la plus grande , doit conduire aux resul- 
tats les plus precis j cola pose , 

P-cprciions les equations trouvEes dans les n®’. 5i el 54. 


— ~+2/?,f,cos. y 

cos.^9 
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Si Ton veut rejeter^^^^, on ne consklercra que la premiere, la 
seconde et la quatrieme de ces equations 5 en eliminaiit ^ 


la derniere, an moyen de la seconde, on formeraune Equation qui 
deliv^rce de fractions , renferinera un ternie nmltiplie par /p% et 
d’aulrcs lernies affectcs des puissances paires et impaires dc p et de r. 
Si Ton met dans un niembre, tousles termes aflectes des puissances 
paires de r, et dans I’auire meinbre , tons les termes aflectes de scs 
puissances impaires , etquc Ton cafre ctiacunde ccs membres, pour 
n’avoir que des puissances paii'es de ry Ic terme multqflie par r'^p“, 
en produira un muUiplie par r'* p^^y en substitiiant done, an lieu 
de r“, sa valeur donnee jiar la premiere des equations {L) ^ on 
aura nnc (equation finale du seizieme degt6 en p. Mais au lieu 
de former cette equation , pour la r^soiidre ensulte ; il sera plus 
simple dc satisfuire par des essais , aux trois equations prece^ 
dentes. 


Si Ton veut rejeter 



il faudra consid6rer la premiere, la 


troisiemc et la quatrieme des Equations (L). Ccs trois equations 
condiiisent encore a une Equation finale du seizieme degre en py 
ct Ton pout facilement y salisfaire par des essais. 

Les deux metliodcs pr<^cedentes me paroissent etre les plus 
cxactes que Ton puisse employer dans la determination des orbes 
paraboliques des cometes 5 il est merne indispensable d’y recourir , 
side mouvement de la comete en longitude ou en latitude, est 
insensible ou trop petit, pour que les erreurs des observations 
n’alterent pas sensiblement sa seconde difference : dans ce cas , il 
faudra rejeter celle des equations (i), qui contient cette difference. 
Mais quoique dans ces tliodes , on n’emploie que trois de ces 
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(Equations; cependant, Ja quatricme est ulile , pour determiner 
parmi toutes les yaleurs reelles et positives de p , qui satisfont au 
systeme des trois autres equations, celle qui doit etre admise. 

36 . Les elemens de Torbite d’uue comete, determines par ce 
qui precMe, seroient exacts, si les valours de ce, d, et de lours 
premieres et secondes difterences , etoient rigoureuses ; car nous 
avons eu egard, d’une maniere fort simple, a Fexcentricite de 
j’orbe terrestre , au irioyen du rayon vectcur R' de la tei’re , cor- 
responclant a son anomalic vraie , augmentee d’un angle droit ; 
nous nous sommes permis seulement de n^^gliger le quaxT6 decctte 
excentiicite, comme une trop petite fraction , pour qiie son omis- 
sion puisse influer sensiblcment sur les resultats. Mais ^ , et 
leurs dilfcrenccs , sont toujours susceptibles de quelque inexac- 
titude , soit a cause des erreurs des observations , soil parce qua 
nous n’avons tire ces differences , des observations , que d’une 
maniere approcliee. II est done necessairede corriger les elemens, 
aumoyen de trois observations eloignees entre elles , ce que Ton 
pent faire d’une infinite de manieres ; car si Ton connoit ii-peu- 
pres , deux quantites relatives au mouvement d’une comete , telles 
que les rayons vecteurs correspondans a deux observations , ou la 
position du noeud et I’inclinaison de I’orbitc; en calculant les obsei'- 
valions, d’abord avec ces qiianlilc^s , et ensuite avec d’autres quan- 
tiles qui cn soient tres-peu differentes • la loi des differences entre 
les rdsultats, fera aisemenl connoitre les corrections que ces quan- 
tiles doi vent subir. Mais parmi les combinaisons deux a deux , des 
quantites relatives au mouvement des cometes j il cn est une qui 
doit offrir le calcul le plus simple, et qui par cette raison , merilo 
d’etre rcclierchee : il iinporte , en diet , dans un probleme aussi 
cornplique , d’epargner au calculaleur, toute operation superfluc, 
Les deux eldnens qui m’ont paru presenter cet avantage , sont 
la distance perilielie, et I’instant du passage de la comete par ce 
point ; non-seulement, ils sont faciles a deduire des valeurs de p et 

de ^ — ^ • mais il est tres-aisc de les corriger par les observations , 

sans etre oblige , a chaque variation qu’on leur fait subir , dg 
determiner les autres elemens correspondans de For bite, 

E e ^ 
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Reprcnom liquation trouv^o dans le n®. ig. 


a.fi— <?V = 2r- 


r^.dr* 


df^ 


a*(\ — c V le demi-parametrc de la section conique doiit a est le 
dcini-grand axe , et ^<2 rexceiilricile ; dans la parabole , ou a est 
infiiii, et e 6gal a I’unite , a.( i — e") est le double de la distance 
peribelie 5 soit D cettc distance : Tequation pr^ccdente devient 
relativemepit a cette courbe , 


D 


— :K^T 


rdf ^ jd.r^ 

est ^gal a y cn substituant au lieu de r% sa valeur 

^^~+a 7 Zf.cos.("^— et au lieu de de 

leurs valeurs trouvees dans le n®. 35 , on aura 


+ p.i?. — aJ+H.fH' — a^. 


Soit P , cette quantit6 ; si clle est negative , le rayon vecteiir r va 
eii diininuant, ct par cons(^quent, la comete tend vers son p6ri- 
li( 51 ie ; mais elle s’en elo 'gne, si P est positif. On a ensuite 

la distance angulaire v de la comete a son perilidlie , se d^tcrmi- 
iiera par I’equation polaire de la parabole , 


D 



enfin , on aura le temps employe a d^crirc I’angle v , par la table 
du mouvcmcnt des cometes. Ce temps, ajout6 ou retranclie de celui 
de Tepoque , suivant que P est n^gatif ou positif, donnera Finstant 
du passage de la comete par le perili^lie. 
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3'7. En rassemblant ces divers resultats , on aura la method? 
Buivante , pour deterjuiiier les orbes paraboliques des cometes. 

Mj^tiwde generate jwiir determiner les orbes des cometes^ 

Cette mdthode sera divisec cn deux parties ; dans la premiere ^ 
nous donnerons le rnoyen d’obtcnir a-peu-pres la distance p6rilie]ie 
de lacometc, et rinstaut dc son passage an perilielie ; dans la 
secondc , nous determinerons exacteiiicnt , tons les (^li^mens de 
Torbitc, en supposant ccux-ci a-peu pres connus. 

Deierniination approchde de la distance perilielie de la comdtc ^ 
et de Vinstant de son passage au periheliet 

On clioisira trois , quatre, ou cinq, &:c. , observations delacomele, 
^galement eloignees les unes des autres , autant qu’il sera possible; 
on pourra embrasser avec qiiatrc observations, un intervalle de 3o®; 
avec cinq observations, un intervalle de Sb"* on 4o°; et ainsi du 
rcste; mais il faudra toujours qiie rintervalle compris entre les 
observations, soil d’aiitant plus considerable, qu’ellcs sont en plus 
grand nombre , afin de diminucr rinllucncc de leurs erreurs ; ccla 
pose ^ 

Soient C , &c. , les longitudes gi^occntriques success! ves 

de la comele; y, y\ y\ les latitudes correspondantes, ces latitudes 
etant suppos^es positives ou negatives, suivaiit qu’elles son tboreales 
ou australesi On divisera la diflcrencc C — C ^ par le nombre des 
jours qui separent la premiere, de la seconde observation \ on divi- 
sera pareillement la difference — C\ par le nombre de jours qui 
separent la seconde, de la troisieme observation ; on divisera encore 
la difference par le nombre des jours qui separent la troi- 

sieme, de la quatriemc observation ; et ainsi de suite. Soient 
ces quotiens. 

On divisera la difference S'C' — S'C ^ par le nombre des jourS qui 
sepai'ent la premiere observation, dc la troisieme ; on divisera pa- 
reillement la difference S'C " — par le nombre des jours qui 
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separentla sccondc observation, de la quatrieme; on divisera encore 
la difference par lenombre des jours quiseparent la 

troisieinr observation , de la cinquieme j et ainsi de suite. Soient 
&c, , ces quoliens. 

On divisera la difference — <r‘^, par le nombre des jours qui 

separent la premiere observation , de la quatrieme ; on divisera 
pareillement par le nombre des jours qui separent la 

seconde observation, de la cinquieme, et ainsi de suite. Soient 
&c., ces quoticns. On continuera ainsi, jusqu’a ceque 
Ton parvienne a n ctant le nombre des observations em- 

ployees. 

Cela fait; qn prendra une (^poque moyenne, ou ti-peu-pre$ 
moyeniic entre les instans des deux observations extremes , et en 
nommant i, i\ i\ &c. , le nombre des jours dont elle precede 
cliaque observation, i\ i \ &c. , devant etre supposes negatifs 
ppur Ics observations anl^ricures a cclte epoque; la longitude do 
la comete , apres un petit nombre z de jours coniptes depuis I’epo- 
que , sera exprimee par la formule suivantc ; 

&c. 

+z.[ ^c^(i+i') . IT) . . mko,)', {p) 

Les coelFicicns de &c. , dans la partie inde- 

peiidantc de z, sont i^. le nombre i; 2®.le produit des deuxnom^ 
bres j, et i' ^ 3 °. le produit des trois nombres i, i\ l\ kc, 

Les cocfficiens de— — (T^^, &c, , dans la partie niulli- 
pliee par z, sont i®. la somme des deux nombres i, et i'; 2®. la 
somme des produits deux a deux, des trois nombres i\ i!' ; 

5 ®. la somme des produits trois a trois, dps quatre nombres ?, i\ 
i'\ kc, 

Les coefficiens dp , &c. , dans la partie mul-» 

tipliee par z* , sont 1®. la somme des trois nombres i , i', 2®. la 

somme des produits deux a deux, des quatre nombres /, i'"; 

3 ®. la somme des produits trpis a trois, des cinq nombres /, i\ 
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Au lieu cle former ce$ prodiiits , il est aussi simple tie de velop- 
per la fonclion 

C+ ( Z'-i (z^i ) . ( z--i) . +(^-“1 ) • (z-’i) . ( z--i') . &c. 


en rejctant les puissances de z sup6rieures au quarr^ , ce qui don- 
iiera la forinule pr^cedente. 

Si Ton opere d’une raaniere semblable, sur Ics latitudes gt^o- 
centriques observ6es de la comete; sa latitude geoceiitrique , apres 
le nombre z de jours comptes depuis Tepoque , sera expriniee par 
la formule {p ) , en y cliangeant C cii y, Nommons {q) cc que de- 
vient cette formule par ce changemeiit ; cela pos(^ , 

a sera la partie independaiite de z , dans la formule (/>) 3 ^ sera 
la partie independante de dans la formule {q). 

En reduisant en secondes, le cocllicient de dans Ja formule {p)^ 
et en retrancliant du logarithme tabulaire de cc nombre de se- 
condes, le logarithme 4,0394622 3 on aura le logarithme d’un nom- 
bre que nous designerons par a, 

En reduisant cn sccondes , le coefficient de dans la mcjnc for- 
mule , et en retrancliant du logarithme de cc nombre do sccondes , 
le logarithme 1^9740144 3 on aura le logarithme d’un nombre que 
nous designerons par b, 

En reduisant pareillement en sccondes , les cocfflclcns de ;; et 
de dans la formule ( ^ ) , et en retrancliant respectivement , 
des logarilhines de ccs nombres de sccondes , les logarithmes 
4,0094622 , et 1,97401 44 ; on aura les logarithmes de deux nombres 
que nous nommerons A et /. 

C’est de la precision des valours de a, i /, que depend Inexac- 
titude de la mdthodc ; et coniine leur formation est tres-simple , 
il faut choisir et multiplier les observations , de maniere a les 
obtenir avec toute la precision que les observations compor- 
tent. Il est aisc de voir que ces valeurs ne sont que lea 


. / du,\ /d^c/\ / d 9 \ / 

quantitc% j, et j, que 


nous avons expn- 


mdes pour plus de simpllcit( 5 , par les letires pr^cedentesi 

Si le nombre des observations est impair , on pourra fixer* 
r^poque a I’inslant de I’obscrvation moyenne 3 ce qui dispensera 
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de calculer Ics parties independantcs de z , dans les deux formulesi 
prec^denlcs j car il est visible que ces parties sont alors respec- 
tivemcnt ^galcs a la longitude et a la latitude de Totservatiou 
moycnne. 

Ayant ainsi determine les valeurs de a, 5, 0, A et /; on 
delerniiiiera la longitude du soleil , a Tinstant que Ton a clioisi 
pour (^poque ; soit E cette longitude, R la distance correspondanto 
de la terre au soleil , et R la distance qui repond a E augment^ 
d’un angle droit \ on formera les equations suivuntcs ; 


27{jC.COS ('£ — + (i) 

r 1 1 ] hx 

y~ 

{ , . I G*.sinJ.cosJ 1 ^ 

A.taT.g. 9 +— + 


JR.sin J .COS J 


j-ij ■ 


o =:y+0'*‘+(r.lai>g'S+”) +3/*| 


fiin.(E — ct) 


^2ax* I ( 7?'— 1 ) . sin. fE— ct) + 


cos,(E — eij] 1 a 


-r.R'-i;.cos.r£-«;],-(4) 


Pour tirer de ces equations , les valeurs des inconnucs x , y et r; 
on considcrera d’abord si, abstraction faite du signe, b est plus 
grand ou plus petit que 1. Dans le premier cas , on fera usage des 
Equations ( i ) , ( 2 ) et (4). On formera une premiere liypotheso 
pour jc , cn Ic supposant , par exemplc , cgal a ruiut6 j et Ton en 
conclura, au moyen des Equations (i) et ( 2 ), les valeurs de r 
et de y. On substituera ensuite, ces valeurs dans I’equation (4), et 
si le resle est nul , ce sera une preuve que la valeur de x a ete 
bienclioisie; mais si ce resle est negatif, on augmentera la valeur 
de X , et on la diminuera, si le reste est positif. On aura ainsi , au 
moyen d’un petit nombre d’essais, les valeurs de .r,/ et r. Mais 
comme ces inconnucs peuventetre susceptiblesdeplusieurs valeurs 
reelles et positives ; il faudra choisir celle qui satisfait exactenient, 
ou a-'peu~prb a I’dquation (3). 


Dans 
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Dans le second cas, eVst-a-dire , si Ton a />^, on lora usage 
dcs equations (i), (3) et (^i), et alors , ce sera requatioii ( 2 ) 
qui servira de verification. 

j^yant ainsi les valeurs de ar, et r ; on fonnera la quanlite 

{j'+/fa;.taiig. i)—Ry,cos.(E—a) 

4* ar. I (R — j)»cos,(jE — ct)j — Rax^sin.(E — « ) 

+ R,(R'^i). 

La distance pcrificlie D dc la comete , sera 

le cosiiius de son anonudic v sera donnd par requalioit 

D 

cos.*“^ = — ; 

et I’on cn conclura, par la table du inonvenicnt des cometes, k 
temps employe a parcourir Tangle v. Pour avoir Tinstant du paS' 
sage au perilielic , il faudra ajouter ce temps , a Tepoque, si P est 
negatif, et Ten soiistraire, si P est jiositif^ parcc que , dans le 
piemier cas , la comete s’approclie du perifitdie, au lieuqiie dans 
le second cas, clle s’en eloigne. 

Ayant ainsi , a-pcu-pres , la distance perilielic de la comete , 
et Tinstant d6 son passage au perihelie ; on poui’ra Jos corriger par 
la metliode suivante , qui a Tavantago d’etre independante dc la 
connoissance approciiee des autres eleniens de Torbite. 

determination exacte des elemens de V orhite , lorsque Von connoit 
d-peii-pres la distance perihelie de la comdte , et V instant de son 
passage au perihelie ^ 

On clioisira d’abord trois observations ^loign^es de la comete ; 
cn parlant ensuite , de la distance perilled ie de la comete, et de 
Tinstant de son passage au peiilielie, determines par ce qui pre- 
cede , on calculera les trois anomalies de la comete , et les rayons 
yeeteurs correspondans aux inslans dcs trois observations. Soient 
Mi:cAN. CiiL. Tome L F f 
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p , ces anomalies , cellcs qiii pr(5ceclent Ic passage au perilielie, 
clevant etre supposces negatives ; soient de plus r, r\ r\ les rayons 
vecieurs correspontlans de la comete ; p — v ^ v” — v, seront les 
angles conipris entre r et r , ct entre r et r' ; soil U le premier de 
CCS angles, el U' le second. Nornmons encore ct, les Irois 

longitudes geocentriques observees de la comele , et rapportees a 
iiu eqiiinoxe fixe; 9, ses Irois latitudes geocentriques, les 

latitudes australcs devant etre supposees negatives; soient 
ses trois longitudes licdiocentriques correspondantes, et 'sr, V, 
ses trois latitudes lielioccntriqucs. EnJin, nommons E, E\ E% 
les trois longitudes correspondantes dusoleil; /{, R\ Ii'\ ses trois 
distances au centre de la terre. 

( oncevons que la lettrc tyimliquc le centre du solcil ; Tcelui de 
la terre ; C, Ic centre dc la comele , ct C\ sa projection sur le plan 
do rocliplique. I/anglc ST C' eat la diHerencc des longitudes geo- 
centriques du soldi ct dc la comele; en ajoutanl le logarilluiie 
du cosinus de cel angle, au logaritbme du cosinns de la latitude 
gcoccnlrique de la comete, on aura le logaritlunc du cosinns de 
Tangle STC ; on (’onnoilradonc dans le triangle STC ^ Ic cote ST^ 
on R; le cole SC on ct Tangle STC:oii am a ainsi, par la 
trigonometric , Tangle CST. On aura ensuile la latitude lieliocen- 
Iriqno'jsrdela comclc, au lao^'cn de Teqiialioii 

sin. d ..sin. C5 T 

Sill. “ r 

sin. C TS 

I/anglc TSC^ cst le cote d’uii triangle splieriqne rectangle dorit 
Thypotcnuiso cst Tangle TSC, ct dont nn des cotes cst Tangle ^sr; 
(loll Ton tirera facilcment Tangle TSC'y et par consequent , la 
longitude g(k)ccntrique C dc la comete. 

On aura de la mcme manicrc , 'sr', C', 'tsr'\ C"* et les valeurs de 
feront connoitrc si Ic moiivement de la comete cst direct 
on retrograde. 

Si Ton imagine les deux arcs de latitude 'sr et V, rcninis an pole 
de i’e^diptique, ils y Tcrout uii angle egal a C' — C j et dans le 

triangle splmriqnc forme par cct angle, et par les coics — — 
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ct TT etant la dcmi-circoiifercncc , Ic cote oppose a Tangle 

C' — C sera Tangle au soleil, compris entrc les deux rayons vec- 
teurs r ct r. On le detenninera aisenient, par la tiigonoinelrio 
spherique , on par la forinule suivalite : 

sin," ^ cos.* ^' ) — cos.“ ^ ( C' — C ) . cos. -j®-. cos. 

dans laquelle /^represente cct angle; cn sorle que si I’on noininc 
Tangle dont Ic sinus quarro est cos.*.^("^' — C^.cos. -a- . cos. -t?' , ct 
que Ton obtiendra facilement par les tables, on aura 

sin .* 7 =cos. + + ^ ), 

Si Ton nomme pareilleincnt Tangle forme par les deux rayons 
vecteurs r ct r\ on aura 

Sin.*{ cos. ("i'Srq-^<5r'4.^'j.CpS. -st + y'JJt' — ^' ) , 

iHant ce que devient lorsque Ton y change ct C' dans 
cl 

Maintcnant, si la distance peidludie de la comele, ct Tinslant 
du passage de la comete au perilielie , ctoient exacleinent determi- 
nes , ct si les observations ctoient rigourenses, on auroil 

niais comiiie ccla n’arrivcra presque jamais , on supposera 

jn ; m V \ 

Nous observerons ici que le calcul du triangle STC ^ donnepour 
Tangle CST^ deux valours d i lie rentes : le plus souvent , la nature 
du mouvement de la comete , fera comioitrc cello doiit on doit hiire 
usage, sur tout si ces deux valours soul fort diirercntcs; car alors 
Tune d’elles placera la comete , plus loin que J’autre , de la terre, 
et il sera facile de juger , par le mouvement apparent de la comele, 
a Tinstant de Tobservation , laquelle doit etre pref6r(5c. Mais s’il 
reste de Tineertiliulc a cet egard, on pourra tonjours la lever, cn 
observant de clioisir la valour qui rend /^et y' peu diflerens de U 
etde 

On fera ensuitcune scconde liypothese dans laquelle, en conser- 
vant le meme instant du passage par le perihelic, que ci-dessus, 
on fera varicr la distance perilielie, d’unc petite quantile, par 

Ef 2 
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exemple, de la cinquaiitienie partie de sa valeur , et Von clier-** 
eliera dans cclle liypothesCj les valeurs de U — et dc U ' — 
soit alors 

Enfin, on foriiiera une troisieme liypodiese dans laquelle , eit 
ron.servant la mcnie distance perilielic, que dans la premiere , on 
Jbra varier d’un demi-jour, on d’un jour, plus ou nioins, rins- 
tanl dn passage par le perihclic. On clierchera dans cette nouvelle 
liypolhese, les valeurs de U — et de U' — y. Soit alors 

p^U—r ; 

Cela pose, si Ton nonimc u le nombre par leqnel on doit itinl- 
tiplier la Yarialion su])poscc dans la dislancc perilielie , pour avoir 
la veritable 5 et t le nornbre par lequel on doit ninlliplicr la 
variation snpposec dans I’instant du passage par le ])erilielie , pour 
avoir le veritable instant* on aura les deux equations suivantes : 

(m — n),U‘^(m — p)*i — m ; 

( in ' — n ' ) . u -f - ( 771 — p ) 771 ; 

d’oM Ton tirera w et /, et par consequciit , la dislancc pcrilielic 
rorrigee, et le veritable instant du. passage de la comelc au peri- 
Jielie. 

Les corrections preerdentes snpposcnt qnc les eleniens dtder- 
mines par la prcinicre ajiproxiinalion , son! assez approclies , pour 
traiter comme infiniiiicnt peliles , leurs erreurs. Mais si laseeondc 
appi'oxiniation nc paroissoit pas encore suirisanlc , on pom roit 
recourir a une troisieme , en operant sur les elcincus deja con iges, 
comme on Fa fait sur les premiers; il faiulroit sculcmcnl avoir 
raltciition dc leur fairc subir dc plus petites variations. Il snirira 
mcme de calGuler par ccs elemens corriges, les valeurs de Z/— / 
ct de U' — P'^' ; CM les designant par A/ et M. \ on les substitucra 
])our TTi et /«', dans les seconds membres dcs deux equations prece- 
dentes ; on aura ainsi deux nouvelles equations qui donncvoiil les 
val(‘urs de u et de /, relatives aux corrections dc ccs nonveaux 
elemens. 

Ayant ainsi la vraic distance perilielie, et le veritable instant 
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(III passage de la comete au perihelic ; on en conclura de celt® 
nianiere , les aiitres elemens de Torbite, 

Soit j la longitude du nocud qui seroit ascendant, si le mouvement 
do la cometc etoit direct, et <p riiicliiiaison dc Torbitc; on aura, 
cn coinparant laprenaerc et la derniere obsei vatiort, 
tang.tr. sin. — tang, 

tang. 7 = t; ; 

tang.'w . cos.C'"— tang.^'" . cos.^ 

tang. 

Comme on pent comparer aiiisi deux a deux, les trols observa- 
tions; il sera plus exact dc choisir celles (pii doimenl aiix IVac- 
tions precedentes, les plus grands numeraleurs et les plus grands 
denominateurs. 


Tang.y pouvant apparteuir egatenient aux deux angles y et t -j- 
j etantlc plus petit des angles positils auxquels appaiiientsa valeur; 
pour determiner cclui des deux angles qu’il Taut choisir , on obser- 
vera qiie (p cst positif et moindre (lu’im angle droit; et qn’ainsi 
siii.('^" — j) doit etre du meme signe que tang. Celle condition 
determinera Tangle y, ctcet angle sera la position dn nocud ascen- 
dant, si Ic mouvement de la cometc cst direct; mais si ce mouve- 
meiit cst retrograde, il landraajouter deux angles droits a Tangle y, 
pour avoir la position dc cc nocud. 

LMiypotcnnse du triangle splieriqnc dout C" — j ct 'nr" sont Ics 
cotes , cst la distance de la comete , a son mend ascendant , dans la 
troisieme observation ; et la diflerence enlrcf/' et celte ]i3q^otenuse, 
est Tintervalle enlre le noeiid et le perihelic , compte sur Torhite. 

Si Ton vent donner a la theoric d’unc comete, loutc la precision 
que les observations comporteiit ; il Taut Tetablir sur Tensemble 
de^ mclilenres observations , ce quo Ton pourra fuire ainsi. Mar- 
quons d’un trait , dc deux trails , &e. , les lettres w , /?, p , relatives 
il la seeoiide observation , a la troisieme , &e. , cornparees loutes fi 
la premiere obsorviition; on Ibrinera les tbpialions 
( m — n).u-\-(m — p m ; 

( m — 11 ) Til — p ) A -=^171 / 

( ni — ji) rn" — p ") . t = m } 



200 MfiCANIQUE CELESTE, 

Ell combinant ensuite ces equations, de Ja maniere la plus avan- 
iageuscpour determiner u cl ty on aura les corrections de la dis- 
tance perihelic, et dc I’instant du passage au periludie, fondees 
sur rensemblc dc ces observations. On en conclura les valeurs de 
C y C\ C'y &c. ; 'Oy ^*y ^"y &c. , et Ton aura^ 

tang. 73-. {sin. C'-f- — sin.?, {tang. tang. | 

tang. {cos.4'-|-c08.o'^-|-&c. j — cos.C. {lang. 'w'-|-tang. 

tang, 'ar'-f- tang, &c. 

sin. (JJ — j + i j) + ' 


tang.y 
tang, (p = 


38. II cxislo nil cas. ii la verit6, fort rare , dans lequel I’orbilc 
d’unc comctc pent clrc detcrmince d’une maniere rigoureuse ct 
simple : e’est Ic cas oil la comete a cle obscrvc'c dans sesdeux iiocuds. 
La droile cpii joint ses deux positions observ6es, passe alors par le 
centre du soleil , ct sc confond avee la ligiie dcs noeuds. La lon- 
gueur de cello droile esl delerminee par le temps 6coule eiitre les 
deux observations ; cn nommant Ty ce temps reduit en decimalcs 
de jour, ct cn desiguant par c, la droile dont il s’agit, on aura ^ 
par le u®. 37 , 


1 


a 



ya 

fg/, 688724/ 


Soil maintenant C la longitude lielioccntrique de la comete, au 
moment dc la premiere observation ; soil r son rayon vcclciir ; 
p sa distance a la terre, ct ct, sa longitude gcocentrique. Soil encore 7v , 
le rayon de I’orbe terrcslrc, au memc instant, et £ la longitude 
correspondante du soleil j on aura 


r. sill. C=p.sin.et— i?. sin. E ; 
r.cos.?= p.cos.ct — TJ. cos.jB. 


TT-f ? sera la longitude lielioccntrique dela comete , a I’instant de la 
seconde observation ; et si Ton marque d’un trait , les quantiles r, 
at , p, et E, relatives a ce meme instant ^ on aura 

7 ' . sin. Cz=i}i\ sin. E ' — p' . sin. a' 
r . cos. C=zR' , cos. E ' — p' . cos. / 
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Ces quatre equations donncnt 


tang. C 

cFoli Ton tire 


On a ensuite 


j0.fljn.«£ — R.sin. E p'.sin.a' — R'.sin.E' 

/: .cos.ct — H.co3.£ ^'.cos. a.' — R' , cos. E' ^ 

RR' .&\n.(E — E' ) — R.fl.sin.^ct — E') 
p.sin.(a.' — cl) — R.sin. ('<4' — E) 


2 Z 1 


( r-|-r'^.sin,C=p.sin. ct — p'.sin.a' — 7?*siu.E+i?'.sin.E' 

(r-\-r )• cos. C—p, cos. a. — p\ cos. a — li . cos. E -f* • cos. E'. 

En carrant ces deux equations, en les ajoutant ensuite, ct subsli- 
iuant c , an lieu dc r-f r , on aura 

== 7?^— 2 RR\ CO.S. — E; + E '* 

+ 2 p . {7?'.cos/ot — E') — E.cos.('a — E^)) 

4“ ip'. {E.cos.('ct' — E) — R' , cos. ( a — E 

-j-p* — 2p p'.COS. (ct.' + 

Si I’on snbstituc dans cette equation, au lieu dc p' sii valctir prd- 
cedentc en p , on aura utie equation eii p , dii ((uatrieine degre, que 
I’oii pourra resoudre par les melliodes connucs; niais il sera plus 
simple dc supposcr a p unc valeur quclcoiiquc , d’en conclurc la 
valeur dc p', de substitucr ces valcurs do p el dc p' dans I’equalioii 
precedentc , et dc voir si elles y satisfont. Un petit nombre d’essais 
suffira pour determiner avec precision, p ctp'. 

Au moycn dc ces quantiles , on aura et r'. Si Von nomme 
Tangle que le rayon r fait avec la distance pcrilielic que nous 
dcsignerons par U ; tt — v sera Tangle forme par cette meiiie dis-- 
tance , ct par le rayon /%• on aura aiiisi par le n°. 23 , 



cc qui don lie 

r r/ 

tang.‘lp = y ; 

On aura done Tanomalic <^dc la cometc , a I’instant de la pre- 
miere observation, ct sa distance perilielie 77, d’ou il est facile 
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(Ic conclurc la position du perihelie, et I’instant chi passage de 
la conietc par ce point. Ainsi, des cinq elemens de I’orbite dc la 
comete , quatre sont counus , savoir , la distance perihelie, la 
position clu perihtdie , rinslant du passage de la comete par ce 
point, et la position du noeud. II ne restera plus a connoitrc que 
rinelinaison de I’orhitej mais pour cela, il sera necessaire de re- 
courir a une Iroisierne observation qui servira d’ailleurs a choisir 
parnii les dilFcrenles racines rcellcs et positives de Tequalion cn pp 
celle dont on doit faire usage. 

3cj. La supposition du mouvcment parabolique des coinetcs , 
n’cst pas rigoureiise • ellc est merue iniiniment peu probable, vu 
le noiribre iii/ini des cas qui donnentun inouvement elliplkjue on 
hyper bolique , relativement a ceux c|ui dctermineut le niouve- 
mcnt parabolique, D’ailleurs, une comete xiiue dans un orbc soit 
parabolique, soit hyperbolique , iie seroit visible cpi’uiie fois ; 
uiiisi , Ton petit supposcr avee vraisemblance , que les cometes qui 
dt^criveiit ccs courbes, s’il enexiste quelques-uncs, out depuis long- 
temps disparii j cn sortc que nous ii’observons aujourd’hui, quo 
exiles qui , mucs dans des orbes renti’ans, sont ramences sans cesse , 
it des intervalles plus ou moins grands, dans les regions de Fes- 
j)ace , voisiues du soleil. On pourra par la methode suivante , 
delei'miner a quclques annees pres , la cliuce de leurs revolu Lions, 
lorsque Ton aura un grand nombre d’obser vatious tres - precises , 
avaiit et apres le passage au perihelie^ 

Pour cela, supposons que roii ait quatre ou un plus grand 
nombre de bonnes observations quiembrassent toute la partie visi- 
ble de Forbitc , et que Fon ait determine par la methode prcce- 
dente, la parabole qui satisfait a-rpeii-pres , a ces observations. 
iSoient f', v', p", &c., les anomalies corresponduntes j r, /•', r\ 

Sic. , les rayons yecteurs correspondans. Soit encore 

s U' ; U" ,• Sic. j 

cela pose , on calculera par la methode prec^dente , avec la para- 
bole d^ja trouvee , les valeurs de i/', U"y Sic. , &c. 3 

soit 

Sic. 

Ou 
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On fera cnsuite varier d’une trea-petite quaatittS la distance peri- 
belie dans cette parabole; soit dans cette liypotlicse, 

n'"z=rU'’'—r'^' ; &c. 

On formera une troisieme hypotbcse clans laquclle , en conser- 
vant la meme distance perih61ie, que dans la pi ciniere, on fera 
varier d’une tres-petite quantile , rinstant du passage par Ic peri- 
b(?lie ; soit alors 

pr=U---F; &c. 

Enlin 5 on calculera avec la distance p^rilielie, et Tinstant dii 
passage de la comete au perihelie , de la premiere liypotliese , I’an- 
gle V etle rayon vecteiir r, cn supposaiit Torbe clliplique, et la 
diflerence i — <?, de son excen tricite , d’avec I’unite , egale a une 
tres-petite quantit 6 , par exemple, a Pour avoir la valcur de 
Tangle v , dans cette liypotliese, il suffira, par Ic aS , d’ajouter 
a ranornalie p , calculce dans laparabole de la premiere liypolhesc , 
un petit angle dont le sinus est 

(i — e). {4 — 3. cos.* — G. cos.'^~ p ) , 

Ell substituant ensuite dans Tequalion 


r 



* 1 ' » 


. tang. 


“1 




au lieu de p , cette anomalic aiiisi calcul 6 e dans Tellipse ; on aura 
le rayon vecteur r , corrcspondaiit. On calculera de la meme ma- 
niere, p\ r\ p'\ r", p''\ r"\ &e. 5 cToii Ton tirera les valeurs de 
U, U\ U% U'’\ &c. , et par le n'’. 37 , celles de &c, 

Soit dans cc cas , 

&c. 

Nommons enfin, u le nombre par lequel on doit multiplier la 
variation suppos 6 e dans la distance p6rih61ie , pour avoir la veri- 
table ; t le nombre par lequel on doit multiplier la variation sup- 
pos^e dans Tinstanf du* passage par le p^rih^lie, pour avoir co 
veritable instant; et s le nombre par lequel on doit multiplier 
Mjscan. ciOi. Tome /. Gg 
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la valeur suppos^e pour i — pour avoir la veritable j on formera 
les equations , 

( m — n) .11-^ ( m — p ) m \ — q) »s~m ^ 

( ni! — n ) . u-\-(m! — p’ ) — (^) .s-=m ; 

( in' — n") m' — p) m" — q') . s = m' ^ 

. u + ^ 

&c. 

On (leterminera , au moyen de ces equations, les valcurs ; 

d’oii Ton tircra Ja vraie distance perihelie , le veritable instant du 
passage de la cometc au p^riliclie, et la vraie valeur de i — 
SoitZ^, la distance perihelie, et a, le demi-grand axe do Torbitej 
D 

on aura a=- ; le temps de la volution sydt^rale de la comete 

1 

sera exprim^ par un nombre d’ann^es syderales , 6gal a a% ou a 

3 , 

2 

, la nioycnnc distance du soleil a la terre 6tant prise pour 

unite?. On aura ensuitc par le n^. 3 7 , Tinclinaison de Torbite , ct la 
position du nceud. 

Quclque precision que I’on apportc dans les observations , olles 
laisseront toujours de rinccrtilude sur la duree de la revolution 
des cometes. La ni6thode la plus exaclc pour la determiner , con-* 
siste a comparer les observations d’unc comete , dans deux r^‘Vo- 
lu lions cons^cutives ; mais ce moyen n’est praticable , que lorsque 
la suite des temps ramene la comete vers son perilidie. 
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CHAPITRE V. 


MetJiodes gejierales pour determiner par des approxima^ 
lions successives , Us mouvemens des corps celestes. 


4o. N ous n’avons considerd dans la premiere approximation 
des moiivcmens des corps celestes , que les forces principales qui 
les animent, et nous en avons dediiit Ics loix du mouvement cllip- 
tiqiie. Nous aiirons egard , dans les reclierclies suivaqtes, aux 
forces perturbatrices de ce mouvement. L’action do ces forces ro 
fait qu’ajouter dcs petits termes, aux Equations difl'6rentiellcs du 
mouvement ellipti([ue , dont nous avons donnd pn^cedemmeiit les 
integrales finies : il faut maintenant determiner par des approxi- 
mations successives, les integrales des memes equations augmen-^ 
tees des termes dus a raction des forces perturbatrices. Voici , 
pour cet objet , une mctliode generale , quels que soient le nombro 
et le degre dcs equations diircrentielles dont on se propose do 
trouver des integrales de plus en plus approcliees. 

Supposons que Ton ait entre les /z variables y\ &c. , et 

la variable t dontredement c?^cst regarde eomiue constant, ies/J 
(Equations diiferentielles 

o= Q; 

&C. 

JP, Q, P', Q', &c. , etant des fonctions de f , et de 
leurs differences jusqu’a I’ordre i — i inclusivernent, et etant uu 
tres petit coefficient constant qui, dans la th^orie des mouvemens 
celestes, est de Tordre des forces perturbatrices. Supposons ensuito 
que Ton ait les integrales finies de ces Equations, lorsque Q, Q', &c. 

Gg 2 
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sont nuls : cn ks dilkrenliant cliaciine , i — i fois de suite, elles 
fornicront avec jeurs dilFcrentielJes , in equations au moyen 
desqiielles on pourra determiner , par rcJiminalion , Ics arbitraircs 
c, c', c", &c. , en fonctions de i, j , y\ &c., et de leurs difl'e- 
rcnccsjjusqu’a Tordre i — i. En designant done par V ,, &c., 

CCS fonctions , on aura 

; &C. 

Cos equations sont les in integrales de Tordre i — i , queles equa- 
tions diirerentiellos doivent avoir, et qui par felimination des 
difiexences des variables , donnent leurs integrales Cnies. 

Maintenant, si Ton dilferentic les integrales precedentes Je 
Tordre i — i , on aura 


; &c. 

or il cst clair que ces derniercs equations etant dilTercntiellcs de 
I’ordre /‘, sans rciirerrncr d’arbilraires ^ dies ne peuvent etre quo 
les sommes des cquaLions 


o - 


dy 

d C 


+P 




&C\ 


inullipliees cliacune par des facteurs convenablcs , pour que cefi 
soiiiines soient des diilerenccs exactes; en noinrnant done Fdt^ 
F'dtj &c. , les facteurs qui doivent multiplier rcspectivement 
CCS equations, pour former la suivantc o= en noininant 

])areillcmcnt H dt^ II' dt^ &c. , les facteurs qui doivent multiplier 
rcspectivement les memes equations, pour former cclle-ci 0 ’=r.df^'j 
et iiinsi du resle; on aura 

[^ + i-] +F'rf,. (f + P')+ 8.0. ; 

dF-'=IIdl. P] + + P' j + &c. 5 

&:c. 


F ^ F\ §fe\, //*, /f', &;c. , sont des fonctions de / , jK? ? 
el de lours diilerenccs jusqu’a I’ordre i — i : il est facile de les deter- 
miner, lorsque /^, &c. , sontconnusj car jFest ^videmment 

Ic cociEcient de dans la dilferentielle de F' estle coeffi- 
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cieilt cle — , clans la meme diffcrentielle , ct ainsi de suite. Pareil-* 

lenient, H, &c. , sont les coefficiens de &c. , dans 

la diiferentielle de ; ainsi, puisque Ton estsnppos 6 connoitre 
les fonctions /^, &c.; eii les dillerentiant uniquenient par rap- 

port a 7 - j -^ "7 > , on aura les facteurs par lesquels on doit 


multiplier les equations differenliellcs , 

pour avoir des clifFc^rences exactcs; cela pose , 
lleprenons les equations difl'erenticllcs 


&:c. : 




o = ^7+P' + <t.<2',- &c, 


Si Ton multiplie la premiere par Fdt^ la seconde par F'dt, et 
ainsi du reste ; on aura en les ajoutant , 

o = a. (It* [F Q + F' Q' + &c.} j 

on aura de la meme man lore , 

o^dr' + ctclt*[IlQ + IFQ'^ &c.}; 

&c. 


d’ou Ton tire , en integrant, 

c — u./dt. {FQ + i^'Q'-f &c.} = r,* 
c'^a.fdt. [HQ-\-H’Q'b &c.}=: 

6cc. ; 

on aura ainsi in ecjuations differentielles cpii scront de la memo 
forme que dans Ic cas ou Qy Q', &c. , sont mils , avee la seule 
difference que les arbitraires c , c', c", &c. , doivent etre cliang^es 
dims 


c^c^.fdt.{FQ+F'Q' + &ic,}id^c,.fdt.[HQ + H'Q' + &ic.}-S^c. 

Or si , dans la supposition de Q , Q', &c. , egaux a zero , on 61imine 
des in integrates de Tordre i — i, les differences des variables 
y , fy &c. ; on aura les n integrales finies des equations proposees ; 
on aura done ces memes integrates, lorscj[ue Q, Q', &c., ue sont 
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pas nuls , en cliangoant dans les premieres integrales , e , e', &c. , 
dans c — et»fdt. {FQ-b &c.}; c {//Q+&c.}; &c, 

4l. Si les diHercii tidies 

dt.[FQ^F'Q'^^c,} , rf^{//g+/rQ'+&c.},&c., 

sont exaclcs ; on aura par la melliode precedeiite , les integrales 
fmies des Equations ditrerentiellcs proposees : mals cela n’a lieu 
que dans quelques cas partieuliers , doiit le plus tHendu et Ic plus 
iulercssantcstcclui dans lequel ces equations sont lineaires. Sup^ 
posons ainsi jP, F\ &c., fonctions lineaires dej^, See., et do 
lours dillercnccs jusqu’a Tordre i — i , sans aucun tcrinc indepen- 
dant d() ces variables, ct considerons d’abord le cas dans lequel 
Q, Q\ &c. , sont nuls. Les (^‘quations difleren tidies etant lineaires , 
lours integrales succcssiv^es seront pareilleinent lineaiix's, cn sorte 
quo c-^ c' = &c, etant les in integrales de I’ordre i — i, 

des equations differenlielles lineaires 






&c.; 


8:c. , peuvent (dre supposes des foiiclions lineaires de 
y ^ y\ ^c. f ct do leurs din’erences, jusqu^’i Fordre i — i. Pour le 
lain; voir, supposons dans les expressions dej , he . , la cons- 
tantearbitraire c egalc a vine quantile determinee, plus al’indtHcr- 
mind? S c ; la constanto arbitraire (/ t^gale a une quantite deternii- 
nee , plus a FindtHerniinec S c\hc . ; cn reduisant ces expressions eii 
series oixlonnd'cs par rapport aux puissances ct aux produits dc Sc^ 
Sc\ &c, , on aura par les formules du ii*'. 21 , 


J'c* /d'Y\ „ 


+ 


&C. 


efr* /d‘Y'\ „ 
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, &c. , etant des fonctioiis dc t , sans arbitj’aircs. Eii 


snbsLituant ces valcurs, dans les equations difieren tidies propo- 
sees , il est clair que S^c , &c. , etant indeterniines , Jes coefli- 

ciens des premieres puissances de cliaciin dYnix, doivent eti'e nuls 
dans ces diverses Equations ; or ces equations elaiil lineaires , on 
aura evidemment les teriiics airecles des premieres puissances de 


/e, &c. , cn y substituant 


&c*, au lieu de &c. Ces 


expressions de j , y', ^c. , satisfonl done scpardmeiit aux equa- 
tions differciilielles proposecs ; cl comme eJles ren ferment les in 
arbitraires <^c, cTe', &('. , dies en soul les integrales completes. Oii 
voit ainsi que les arbitraires existent sous une forme lineaire, 
dans les expressions dey , j', &e. , et par consequent aussi, dans 
leurs dilferentidlcs ; d’ou il est uise dc conclurc que les variables 
y &-C., ct leurs dilfcrences, peuvent elrc snpposees sous une 


forme lineaire, dans Jes iiitegrales sueccssives des equations dilfe- 
ren tie! les proposees. 


Il suit de-la, que F, F'j &c. , etant les codliciens dc 


Jr 


dv ’ 


&c- , dans la difTerenticlle dc F' ^ //, //', &c., etant les coelTi- 


ciens des inemes difl'thcnces , dans la dillercntidle dc et ainsi 
durcstc; ces quantiles sonl fonctions de la scule variable t. Par-* 
tant , si Ton suppose Q, Q\ &c. , fonctions de t seul , les dilfe- 
renecs dt. [FQyF Q'-\- ^c.} j dt, {H Q-)rII' Q' &c.} ; &c. , 
seront exactes. 

De-la resulle un moyen simple d’avoir les int^grales d’un nom- 
bre quelconque n d’equations dillercnticlles lin(^aires de Tordre 
ct qui renferment des termes qiidconques nQ, aQ', &c* , fonc- 
lions de la scule variable t y lorsque Ton sail int^grer les memes 
Equations , dans le cas oil ces termes sont nuls ; car alors ^ si Ton 
dilferencie leurs n integrales finics^ i — i fois de suite, on aura 
in equations qui donneront par rclimination , les valeurs des in 
arbitraires c ; c\ &c* , en fonctions A.et^y^y\ &c., et des diflerences 
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dc ces variables jusqiiVi rovdrc i — i. On formera ainsi , les in 

equations c “ c r=z &c. ; cela pose , F ^ F\ &:c. , seront Ics 

el ‘ — 'y f 

coelFiciens de ? ~^ysrr ^ &c. , dans II\ &c, , seront 

les coeflieions des inernes differences dans et ainsi dn reslej 
on aura done les integrales finies des Equations difierentielles 
liueaires , 

en cTiangcaiit dans les integrales finies de ces equations privees de 
leurs derrii(;rs terines a Q , etQ\ &c., lesarbitraires c, c\ &c., dans 
[FQ^F Q'+ &c.}, c'-^ct.fdt. 

Considcrons , par exeniple , Tequation difi’drenticlle liiicaire 
d^y 

o-j^+ay + o-Q- 


d^y 

L’inlegrale finic de reqnalion 0 = -*^ d-ajy, cst 


y—- .sin. a/-j — .cos. at ^ 


( ct c' ctant arbitraires. Cette integrale donne en la diflerentianl, 

dy , 

= c. cos. at-r^G . sin. at 
dt 

Si Ton combine cette dilKrenlielle , avee rintegrale elje-nieme j 
oa formera les deux integrales du premier ordre , 

dy 

c ■= a^+ ™.cos. 

f . 

c =z ay, cos . at , . sin. at t 

dt 

ainsi Ton aura dans ce cas , 

F^ cos, at ; //= — sin.a^/ 

rintegrale complete de la proposee, sera done 

^ rt.sin.«« „ , et.cos.at , 

y=^ sin.n^ f j , cos. at — •fQdt, cos. at>\ — ^fQdt sin.at 


11 cst facile d’en conclure que si Q est compose de terjnes de la 

forme 



si n 
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forme 1 ) , chacun dc ces lerincij prodiiira dans la 

valcuv de j, le terme correspondant 


c^K 

m* — a" 


sin. 

cos. 


(mt-hO- 


Si m est egal a a, le terme fm* + » ; produira dans y, 

1 °. le terme — ^at+Or quielant compris dansles deux, 
fl* COS. 

termes — .cos.at , peut dtre neglige; a”, le terme 
a a 

+ !l£f ('at4-t),le signe + ayantlieu, si le terme dc I’ex- 
— aa sui. ' 

pressioii de Q est im sinus , ct le signe — ayant lieu , si cc terme est 
un cosinus. On voit ainsi comment I’arc t se produitliors des signes 
sinus et cosinus , dans les valeurs doy, y', Stc. , par Ics inlegralion.s 
successives , quoique les Equations diffdrenl idles ne le renfermeiU 
])oint sous cette forme. II est clair que cela aura lieu , toutes les fois 
que les fonctions FQ, F Q , &c. , HQ, H O', &c. , rcnfermerQnt 
cles termes conslaris, 

49.. Silcscliff 6 rcnccH^^{i^Q + &c.}, + 

ne sont pa?i exactes , I’analyse prcccdenle ne donnera point Jeura 
inlegrales rigoureuses 3 mais ellc oflre uii inoycu siiuple dtivoii 
des integralcs dc plus en plus approcLees , lorsque a est iort petit, 
et lorscpie Ton a les valeurs de y , y'y &c. , dans la supposition dc a 
nul. En diflerentiant ces valeurs , i—i fois de suite, on forjucr4 
les equations dilKrenticlles de I’ordrc , 

i s &<=• 

Irf-s coefficiens dans les diirercnlicllcs de F, V, &c, , 

dant les valeurs de F, F', &c., 11, H', &c.; on les subslituera 
dans les fonctions dilTercntidles 

dt.(FQ+F’Q'+ ii-c.) } dt.(HQ-irH'Q' + i &c. 

Ensuite , on subslituera dans ces fonctions , au lieu de y , y , 8 cc., 
leurs premifcres valeurs approchees; ce quirendra ecs dilferences, 
fonctions de t, et des arbitraires c , c, &.c. Soieiil Tdt, 1 dt, &c. , 
cAl. 'J'omc 1. ^ 
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i:es fonctions* Si Ton change dans les premieres valeurs approcliees 
de y, kc., Ics arbitraires c, c\ &c., respectivement dans 
c — a./Tclt, c' — &c. , on aura les secondes valeurs appro- 
dices de CCS variables. 

On substituera de nouveau, ces secondes valeurs , dans les fonc- 
tions diflerentielles 

d t,(FQ-\' kc.) ; dt.(ItQ+kc.) ; &c.; 

or il est visible que ces fonctions sont alors ce que deviennent 
ccllcs-ci, Tdty T\lty &c., lorsque Ton y change les arbitraires 
CyCy &c.,dans c — A.JTdtyC — a.jT'dty &c. Soientdonc 
cc quo deviennent T, T\ &c. , par ces changenieris :on aura les 
troisiemes valeurs approchees de^,y, &c. , en changeant dans 
les premieres, c, e', , respectivement dans c — a.,fT^,dt) 

kc. 

Nommons pared leinent T^^yTJykc.yCcqixc deviennent T, T', &c., 
lorsque Ton y change c, dy &c., dans c — ct.jT^dty d — ct./T/J/, &c. : 
on aura les qualriemes valeurs approchees de y'y kc. , en chan- 
gcant dans les premieres valeurs approchees de ces variables , 
Cy dy &c. , dans c — a,jT„*dty d — ct.jTJ^dty &c. ^ et ainsi de 
suite. 

Nous verrons ci-apres , que la determination des mouvemcris 
celestes , depend presque toujours d’^qualions diff^tentielles de la 
forme 

Q (itant une fonclion rationnelle et entiere de jy, de sinus et dci 
cosinus d’aiigles croissans proportionnellement au temps repre- 
sentd- par /. Voici le inoyen le plus facile d’int^grer cette Equation; 

On supposcra d’abord , ct nul, et Ton aura par le n"". precedent ^ 
une premiere valeur de y* 

On substilueru cette valeur dans Q qui deviendra ainsi, Une 
fonclion rationnelle et entiere de sinus et de cosinus d’angles pro- 
per lionnels a t. En integrant ensuite , T^quadon differentielle , on 
aura une seconde valeur de j', approchee jusqu’aui quantiles 
Tordre * inclusivement. 
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On subslituera de nouveau , cette valeur dans Q ,* et en inte- 
grant Teqnation diff 6 rentielle , on aura uiie troisiemc valeur ap- 
prochee de et ainsi de suite. 

Cette maniere d’integrer par approximation, Ics Equations dilK- 
renlielJes des mouvemens celestes , quoique la plus simple de 
toules , acependant I’inconvenient de doiiner dans les expressions 
des variables y , y'y &c. , des arcs de cerclc hors des signes sinus 
et cosinus , dans le cas meme ou ces arcs n’existent point dans les 
valeurs rigoureuses de ces variables ; on congoit en effet, quo si 
ces valeurs renlerment des sinus ou des cosinus d’angles deTordrca^, 
ces sinus ou cosinus doivent se presenter sous la forme de scries, 
dans les valeurs approch($es que I’on trouve par la ni 6 tliode prc^ce- 
dente; puisque ces derni^res valeurs sont ordonn^es par rapport 
aux puissances de Ce d^veloppement cn series , des sinus et 
cosinus d’angles de I’ordre At, ccsse d’etre exact, lorsque par la 
suite des temps , I’arc At clevient considdrable ; les valeurs appro- 
ch^es de y , y, &c. , ne peuvcnt done point s’etendre a un temps 
illimit 6 . Comme il importe d’avoir des valeurs qui embrassent les 
siecles passes et a venir; le retour des arcs de cercle que ren-» 
ferment les valeurs approchees , aux fonctions qui les produisent 
par Icur d 6 vcloppemeiit en s^rie, est un problenie deljcat , et in- 
teressant d’analyse, Voici, pour le r^soudre , une methode gciie- 
rale et fort simple, 

43. Considerons I’dquation diff 6 rentielle de I’ordre i, 


et <^tant tr^s-petit , et P et Q etant des fonctions algdbriques dey, 

^ 7 de sinus et de cosinus d’angles croissans propor- 

dt dt‘ * 

tionnellernent a t. Supposons que Ton ait I’intc^grale complete de 
cette equation dilFerentielle , dans le cas de a = o, et que la valeur 
de y y donnee par celte intc^grale , ne renferme point Fare t, hors 
des signes sinus cicosinus^^ supposons ensuite qu’en integrant cette 
Equation par la methode pr^c^dente d’approxiraation , lorsque a 
n*est pas nul , on ait 

y^X-^t.Y^t\Z-^t\S-^ &c. 


Hh 2 
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XjY^Z ^ &c. , tHant des fonclions periodiques de qui rertfer- 
raent les i arbitraircs c , c\ c\ &c. ; et Ics puissances de t , dans 
cette expression de y , s’etcndant a Finfini par les approximaticris 
successives. Jl est visible que les coefHciens de ces puissances decroi- 
tront avcc d’aulanl plus de rapidite , que a sera plus petit. Dans la 
tlieorie des mouvemens des corps celestes , a expriine Tordre des 
forces perturbatrices , rclativement aux forces principales qui les 
aiiinient. 

8i Ton substituc la valeur prcccdciile de y , dans la foncliou 
(I'y 

P'^A, Q (lie prendra cette forme, I' t ^ &c. j 

k'\ ike., cjtant des functions pchiodiqnes de t ^ mais par la 
supposition , la valeur de y salisfait a requalion dilferentielie 


«=g+/>+..e,' 


on doit done avoir idciiliquenient ^ 


o~>t+.A'M-Fr‘4- &:r. 


Si k , l', k", &c. , iiVloicnt pas nuls, cetle (Equation donneroit, pat 
le lelour des suites, Fare/, on fonction de sinus el dc cosinus 
d\iiigl(‘s proportioiiiicls a t; en supposant done a iiifiniment petit , 
on auroit / tigal a uiic fonction iiiiiede sinus et de cosinus d’angles 
seniblables, ce qui est impossible • aiusi les functions k , k' , &c. , 
soul identiquement nulles. 

Mainleiiant , si I’arc t n'est c^leve qu’a la premiere puissance, 
sous les signes ainus et cosinus , cornme cela a lieu dans la tlieorie 
des niouvcuiens celestes , cct arc nc sera point prodiiit par les 
dillcrcnces successives de on substituant done la valeur pie- 

ctul elite Aey, dans la fonction ^ + Q, la fonction k+k't-\-kc , , 

dans laquelle ellc sc Iransformc , ne conliendra Fare t, liors des 
signes sin. et cos. , qiFautant qiFil est doja lenferme dans j ; ainsi , 
en changcarit dans Fexpressioii de y, Fare t, hors des signes p(^rio- 
diqu(^s, dans t — 0 , 6 (itant une constante quelconque , la fonctiori 
ki-k't-]- &c. , se cliangera dans k-kkk(t — S)-\- &c. ; et piiisque 
cette derniere fonction est identiquement nulle , en verlu des (§qua^ 
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lions idenliques vt — o , A:' = o ; &c.; il en rc^sulte que Fexpressiou 
^ 9; . r+ - 5/. z+ &c. , 

satisfait encore a requatioii dilTcrenliclle 

+ P -ftt. Q. 

Qiioique cette seconde valeurdej/ senible renfermer /+i arbl- 
traircs , savoir les I arbitraires e, e , c"^ he. , et I’arbitraire 9 • cepen- 
dant, elle no pent eii coiitcair que le iiombre /, ([iii soient dis- 
tinctes entrcclles. II cst done neccssaire , que par uii changeinerit 
convenablc dans les coiislanles c, o', c\ &c. , Tarbitraire 9 puisse 
disparoilre de celte seconde expression dej^, et qii’ainsi , elle coin- 
cide avec la premiere. Celte consideration va nous rournir lo 
inoyen d’en I'aire disparoitre les arcs de cercle, liois des signes 
periodiques. 

Donnons a la seconde expression de y , la forme sulvante : 


Puisque nous supposons que 9 disparoit de y , on aura 
et par consequent, 

Ell ilifFcrenliant succcssivcnicnt cctlc equation , on aura 


5 

&c 


/<IR\ /ddX\ , 

(7T) = W)+f'-0. 

R\ /dX\ 


/ddR\ 

\if)^ 


/ddR 

Vdl 


cl’ou il est facile de conclure , en liliminant R , et sCs dififerentielles, 
de I’expression precedente de j , 


y = X^(l-e) 


fdx\ (t-»r /ddx\ (c-t)^ /d>x \ , „ 

\it)+ "TA" ' [if) + 7 X 3 • u V 


Xest fouction de f , et des constantes c, o', c \ he . ; et comme ces 
constantes sont fonctions.de 9 , JC est unc fonction de / et de 9 , quo 
nous pouvons repr6senter par (p(tyB). L’expression de y est , par 
la formule (i) du n®. 21 , le developpement de la fonction 
— 9^j suivant les puissances de ^ — 9 yon Sidoncy = <p(tft)f. 
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H’ou il suit que Ton aura^ , cn changeant 9 en ^ , dans X. Le pro-^ 
bl^ine se r^duit ainsi a determiner en fonetion de t et de 9 , 
et par consequent, a determiner c, c', c', &c. , en fonctions de 9, 
Pour cela , reprenons i’^quation 

.y ^ -- &c. 

Pulsque la constante 9 est suppos^e disparoitre de cette expression 
dej', on aura r^quation ideulique 

Ell appliquant a cette Equation , le raisonneinent que nous avons 
fait sur celle-ci , o &c. ; on voit que les coefficient 

des puissances successives de t — 9 , doivent se r^duire d’eiix- 
nK^ncs a zero. Les fonctions X, Z ^ , ne renferment 9 , 

qu’autant qu’il est contenu dans c, c, &c, ; cn sorte que pour for- 
ks dllkrcnccs parliellcs suffit 

dans CCS fonctions, ce quidonne, 
dc" 


nier 


de fairo varior c, c', 


( 5 ?) 

C-i) 

&c. 


+ &C. } 


\</c/ di ^^rfe'y 

}dY\ He }dY\ dc' /dY\ dc" „ 


Maintenant , il pout arriver que quelques - unes des arbitraires 
c, c', c\ &c. , mulliplicnt I’arc t dans les functions p^riodiques 
X, X, Z, &c. ; la differentiation de ccs fonctions relativcmcnt 
il 9 , ou ce qui est la mdme chose , relativoment a ces arbitraires , 
devcloppera cet arc, et le fera sorlir hors des signes des fonctions 

pi riodiques ; les difKrenccs ’ (^) ’ 


di' celte forme : 


fdX\ 

\jt)- 


X'+t.X"} 

Z -f- Z * j 


VdJ, 

&c.‘ 
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X', X", Y\ Y", Z', Z", 8 ic. , etant des foiiclions periodiques de t, 
et renfermant de plus, les arbilraires c, c\ c\ &c. , et leurs pre- 
mieres diffi 6 rences divis^es par , differences qui ii’entreiit dans 
ces fonctions, que sous une forme iin^airej on aura done 

{^^X'^%X"\(t-<^).X'’ i 

&c. 

Ell substituant CCS valeurs dans requalion (a), on aura 

6 = QX"— r 

4-r^ — 9J. {r'^LY"^X"—2Z} 

+ 3 6 '} + &c. ; 

d’ou Ton tire, en ^galant sdparement az(^xo, les coefficiens des 
puissances de t — <9, 

o=x'+9,x'^~r,* 
o=:y'+9.r''+x'^-~22; 
o = 2'+9,z'^+r''— SiS*/ 

&Ci 

Si Ton diffdrentie la premiere de ces <5quations , i — i fois de suite , 
par rapport a ^ , on en tirera autant d’^quations enlre les quan- 
tiles c, c\ c'\ &c. , et leurs premieres differences divisdes par f/9; 
en integrant eiisuite ces nouvelles Equations , par rapport a 9 , on 
aura ces constantes , en fonclions de 9. Presque toujours , I’inspec- 
tion seule de la premiere des Equations pr^c^dentes , suffira pour 
avoir les Equations differenlielles en c, c', c", &c. , en com- 
parant s^parement les coefiiciens des sinus et des cosinus qu’elle 
renferme 5 car il est visible que les valeurs de c, c', &c* , 6 tant iu- 
d(5pendantes de t , les Equations diffc^renlielles qui les determinent ^ 
doiveiitpareillementenetre ind^pendantes. Lasimplicite que cette 
consideration apporte dans les calculs, est un des principaux avan- 
tages de cette melhode. Le plus souvent , ces Equations ne seront 
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integriibles qne par clcs approxiniationsesuccessives , qui pourront 
introduire I’arc d , hors des sigiies periodiques , dans les valeurs 
de c , c, &c. , alors ni6me que cet arc ne se rencontre point ainsi 
dans les intdgrales rigoureuses ; mais on le fera disparoitre par la 
jn^thode que nous venons d’exposer. 

II peut arriver que la premiere des (Equations pr6c<5dentes , et 
scs i — 1 differentielles eii / , iic donnent point un noiiibre i d’eqiia-^ 
lions distinctes , entre les quantiles c, c\ c'\ &c. , et leurs difle- 
1 cnees. Dans ce cas , il faudrarecourir a la secondc equation et aux. 
suivanles. 

Lorsque Ton aura ainsi dc^termine les valeurs de c, c\ c\ &c. , 
en fonctions dc d j on les substituera dans X, et en y cliangeant 
c'usuite 9 en on aura la valeur de sans arcs de cercle, hors 
des signes p6riodiques , lorsque cela est possible. Si cette valeur 
en conservoit encore, ce seroit une preuve qu’ils existent dans 
J’iulegralc rigoureuse, 

44 . Consid^rons prdsentemeiit , uu nombre quejeonque ^ 
d'oquaticiiis diirerentiellcs , 

J\ Q, P\Q \ &c. , ^lant des fonctions dey, j', &c., de leurs diff6- 
renticllcs , jusqu’a I’urdre i — i , et de sinus et dc cosinus d’angles 
croissans proportioniiellernent a la variable t donl la difference 
est suppost^e conslante. Supposons quo les integrales approchees dc 
ces (Equations soient 

y = X -f ; 

&c.^ 

&c, 

■X, X, Z ^ Src. , X/ , ^ &c. , elant des fonctions periodiques 

de et rrnfermant les in arbitraires c, c', c", &:c. On ama coniine 
dans Ic n'\ pi(5ccdent , 

P-'-:X' + 9.X"—ry 

0:::= 

&c. 

T.a 
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La valeur de y y donnera pareillement , dea Equations de cette 
forme , 

&:c. 

Les valeurs de y', y ‘\ &c. , fourniront dea Equations semblables. 
On determinera par ces di verses equations, eii choisissant les plus 
simples et les plus approch^es , les valeurs de c , c', c", en fonctions 
de d ; en substiiuanl ces valeurs dans X, , &c, , et en y chan- 
geaiit eiisuite d en ^ , on aura les valeurs dey , y' y &c. , sans arcs 
de cercle horsMes signes p6riodique8 , lorsque cela est possible. 

45 . Reprcnons la m^thode que nous avons exposee dans le 
n®. 4 o. II en r6sulte que , si an lieu de supposer les parametrcs 
Cy Cy c'y Sic. , constaus, on les fait varier en sorte que Ton ait 
dc=z---rc,dt.{FQ-\^rQ'^ &c.} ; 

&c. 

on aura toujours les in integralcs de Tordre i — 1 , 

; c' = y y &c. 

comme dans le cas de ot nul ; d’ou il suit que non-seulemcnt les 
int(^grales finies , mais encore toutes les Equations dans lesquelles 
il n’entrera que des differences inferieures a Tordrc i , conserve- 
ront la meme forme, dans le cas dc a nul , et dans celui de a 
quelconque ; puisque ces Equations peuvent r^sultcr de la compa- 
raison seuledes iiitegrales prec6dentes, de Fordre i— 1. On pourra 
done 6galement, dans ces deux cas , dilfdrentier i — 1 fois de suite, 
les integrates finies , sans faire varier c , c', &c . , et comme on est 
lib re de faire varier tout , a-la-fois , il en r^sultera des Equations de 
condition entre les param6tres c, c', &c. , et leurs differences. 

Dans les deux cas de a nul , et de cc quelconque , les valeurs de 
y^y'y &c. , et de leurs differences jusqu’a I’ordre i — 1 inclusivc- 
ment, sont les m^mes fonctions de f, et des param^tres e, e', c\ &c. j 
soit done X, une fonction quelconque des variables ^ &c. , 
et de leui’s differeutielles inferieures al’ordre etnommons Ty 
la fonction de t, dans laquelle elle se change , lorsque Ton y subs- 
MicAN, Tome 1 , I i 
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titue , au lieu de ces variables et de leurs differences , leurs valeursf 
en £. On pourra difl’e rentier I’ccjuatioii Y=T^ en y regardant les 
pararnetres c, c\ c\ &c. , comme constans ; on pourra menie ne 
j)rendre quo la difference parlieJle de relativement a une seule 
oLi a plusieurs dcs variables y &c. , pourvu qiie Ton ne fasse 
varier dans que ce qui varie avec elles. Dans toutes ces difle- 
renlialions, Ics paramclres c'^ &c. , peuvent toujours etre traites 
cominc constans; pnisqu’en substituant pour y, y\ &c. , et leurs 
differences, leurs valcurs en on aura des equations identiqiie- 
ment nulles , dans les deux cas de a. nul , el dc ct quelconque. 

Lorsque les equations diffcrenlielks sont de Tordre i — i , il n^est 
plus ])ermis , en les differentiaut , dc trailer les paranietres c , c\ 
c\ &:c. , coniMie coiislans. Pour differenlicr ces equations , coriside- 
rons requalion 9 = o , <p ctant une fonction differcnlielle de I’ordre 
i — i y el qui renferme les pararnetres c, c', c\ &c. : soit la 
dilVerence de cette Ibnction, prise cn regardant e, c', &c. , comme 
conslans, ainsi que les differences d^~'yy d^^'y\ &c. Soit S le 

coefficient dc dans la diflerciice entiere de © ; soit S' le coeffi- 


cl ^ ^ 

cient de — dans cette meme difference, el ainsi du reste. L’equa^ 
lion ^ = 0, difKreiiliec, donnera 


O 4" 






dy 

cn substituant au lieu de ? sa valcur ^dt, au 

d‘y' 

lieu de — 'jt;- , sa valcur — {P' + et, Q'}, &c* ; on aura 


&c.}; (0 

Dans la supposition de a nul , les pararnetres c, c', c\ &c. , sont 
constans 3 on a ainsi , 

o = «r(p-.(//.{6'P+iS"P'+ &c.}. 



2 :)! 
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Si Yon subslitue dans cette equation , au lieu de c, c', e', &c. , lours 
valeurs &c. ; on aura une Equation differentielle de 

I’ordre i — i , sans arbitraires , cc qui est impossible, a moiiis que 
cette equation ne soit identiquement nulle. La fonction 

devient done identiquement nulle , eh vertu des Equations c'=^V; 
c'= &c. j et comme ces equations ont encore lieu , lorsque les 

parametres e, c\ c\ &c. , sont variables, il est visible quo dans 
cc cas , la fonction precedente est encore identiquement nulle ; 
r^quation (t) deviciidra done 

— dudt. {SQ-^S'Q'+ &:c.} ; (x) 

On voit ainsi que pour difTerentier Tequation 9 = 0, il suflll de 
fairc varier dans <p , les parametres c , &c. , et les differences 

&c., et de substituer apres les differentiations , — et Q, 

— «t Q , &c. , au lieu des quantit< 5 s ■— , &c. 

Soit 4 = 0, une (Equation finie entre j &c. , et la variable t; 
si Ton designe par <^4 , <^^*4 , &o., les differences successives de 4 » 
prises en regardant c, c', &c, , comme constans ^ on aura par ce qui 
precede , dans le cas meine ou c , c', &c. , sont variables , les dqua^* 
lions suivantes ; 

4 = 0 ; /'4 = o j J'*4=o j‘-’4=o; 

cn cliangeant done successivement dans r^qualion (^)|ltt fonc- 
tion (p en 4> j j ; on aura 

— Q'. (^)+ &c.}. 

I i i 
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Airisi les Equations 4 = j ^tant supposc^es etr€ les n 

int^grales finies des Equations diff(6rentielles , 


0 




&c.; 


on aura les in (Equations aumoyen desquelles on pourra determi- 
ner les param^tres e, c\ <!\ &c. , sans qu’il soit n6cessaire de for- 
mer pour cela les Equations c = ^; = &c. ; raais lorsqiie 

les inl^grales seront sous cette demi^re forme , la determination 
de c, e', &c. , sera plus simple. 


45. Cette mctliodc de faire varier les parametres, est d’unc 
grande utility dans I’analyse ct dans ses applications. Pour en mon- 
Irer un nouvel usage , considc^rons Ic'quation difft^reiilielle 

P(Stanl fonction de jk , de ses differences jusqu’u I’ordre i, 
ct dcs quantiles q\ &c. , qui sont fonclions de t Supposons que 
Ton ait I’integrale iinic de cette (Equation differenlitlle , dans la 
supposition do q\ &c. , constans, et repr(5sentons par (p=o, 
cette integrate qui renferniera i arbitraires c, c\ &c. : d^signons 
pur </*?, &c. , les differences succcssiyes de <p, prises en 

regardant q , q^ &c. , corninc constans , ainsi que les parametres c, 
c', &€. Si Ton fait varier loutes ces quantiles, la difference de^ sera 


en faisant done 

sera encore la premiere difference de f , dand le cas de c , c\ &c. 
jr , j', &c., variables. Si Ton fait pareillement j 


+ i^-^}dg+ (~)-dg'+ &C. ; 
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, seront encore les difierences secondes, troi- 
siemes. . . • de ^ , lorsque c . c', &c, , <7% &c. , sont supposes 

variables* 

Maintenlnt, dans le cas de c, c\ &c., y, y'^ &c. , constans^ I’equa- 
tion dilf^rentielle 



f 


6st le resultat de I’^limination des parametres c, c\ &c., au moyen 
des Equations 

ainsi , ces derni^res Equations ayant encore lieu lorsque y , y', &c., 
'sont supposes variables , Tt^qualion ? = o , salisfait encore , dans 
ce cas , a T^quation difi'6renlielle propos^e , pourvu que les para- 
metres c , c', &c. , soient d^terniin^s au moyen des i Equations 
difl’erentielles pr^c^denies , et comme leur integration donne i cons- 
tantes arbitraires , la fonction (p renfermera ces arbitraires , et 
Tequation p = o , sera Tint^grale complete de la propos^e. 

Cette mani6re de faire varier les arbitraires , peut ^tre employee 
avec avantage , lorsque les quantit^s y , y', &c. , varient avec une 
grande lenteur j parce que cette consideration rend , en g(^*n^ral , 
beaucoup plus facile , Tint^gration par approximation, des Equa- 
tions differentielles qui dEterminent les paramEtxes variables c , 
c\ &c. 
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CHAPITRE VI. 

Seconde approximation des mouvemens celestes , ou theorie 
de leurs perturbations, 

46 . Ap PLIQUONS mainlenant les melhodes prec^dentes, aux 
perturbations des mouvemens celestes , pour en conclure les 
expressions Ics plus simples , de leurs inegalites periodiques et 
fieculaircs. lleiirenons pour celales inequations differentielles (i), (2) 
et ( 3 ) du n°. 9 , qui d^terminent Ic mouvement relatif de m autour 
de M. Si Ton fait 

^ m" zz'') , ^ A 

n _ _ ^ ^ &C. — — ; 

A etant parlc n°. cite, <?gal a 


{ ( x— x)‘+ (y— y’+ s/ } ‘ ({ x"—x/+ Cs"— ^ 

mmf' 

q. — ■ ... - . ■ — . -i- — . Stc» * 

Si de plus , on suppose itf -f w r= /x ; ct r = -f 7“ -f -2“ ; 
r = ‘ + -5" > &c., on aura 


ddx fJL.x 

^ /^\l 


La somme de ees trois equations mullipliees respectivement par 
dx, dy ^ dzy doime cn rint^graiit, 

o- J,-; -+-+t>/dR; (Q) 
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la diflG^rentielle dR etant uniquement relative aux coorclonnees 
cc j y j z , du corps m , et a dlant une constante arbilraire qui , 
lorsquc i?est nul , devient par les i8 ct 19 , le demi-graiid axe 
de Fell ipse decrite par ? 7 i aiitour de M. 

Les Equations (P) multiplices respeclivement par z, et 

ajoutees a I’int^gralc (C?)> donneront 


0 = ^. 


dt^ 




Maintcnaiit > on pent concevoir les masses perturbatrices m ' , 
Tfi'y &c. , multipliees par un coefficient a; et alors, la valeur de r 
sera fonction du temps t et de ct. Si Ton developpe cette fonction, 
par rapport aux puissances de a; et que Ton fasse « = 1 , apr^s ce 
d^veloppement ; elle sera ordonn^e par rapport aux puissances et 
aux produits des masses perturbatrices. Designons par la caracte* 
ristique S' placee devant une quantite, ladifferentielle de cetle quan- 
tity, prise par rapport a c«, et divisee par c?ce. Lorsque I’on aura 
dyterminy <rr,.dans une suite ordonnec par rapport aux puissances 
dc ct; on aura le rayon r, en multipliant cette suite par f/et, on 
I’integrant ensuite par rapport a ct , ct en ajoutant a cette intygrale, 
une fonction de t indypendante de ct , fonction qui est yvidemment 
la valeur de r dans le cas oii les forces perturbatrices sont nulles, et 
oil le corps m decrit une section CQuique. La dytermination de r se 
ryduit done a former et a integrer I’equation differentielle qui 
dytermine Sr» 

Pour cela, reprenoiis Tequalion differentielle (i{),et faisons , 
pour plus de simplicity , 


/dR\ /dR\ /dR\ 


en la differentiant par rapport a <t , on aura 
d\rSf fJL.rSr 


dt* 




fiJ^S»dR-{" S, rR ; ( ^) 


Nommons di^ Fare infiniment petit iiitercepte cnlre les deux rayons 
vecteurs r et r+drj Fyiement de la courbe dycrite par w autour 
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deM, sera V on auvaainsi dx*i-dj*-hdz"z=dr^-hr^dt'*; 
ct Tequation (Q) devicndra 

T*dv*-\- dr' 2M u „ 

0 = -+-+ 3 ./C 1 /?. 

rft* r a 

ft 

En e]imiuant de celle equation , au moyen dc I’equation (/£}, 
on aui a 

dt^ dt' r " ^ 

d’oii Ton tire , en differcntiant par rapport a <* , 
ar'dv d.S^v r.dd.^r — S'r.ddr S/vri'r 




dt^ 


+ r. J'i?' — ii'.cTr. 


fx.rrr 


sa valeur 


Si Ton subslituc dans cette equation , au lieu dc 

tireo de l’<5quation (6*) , on aura 

, d.(drJr-\-2r.dh)^di\ + ar.^R' -f 

d.sp = X. (r) 


On pourra , au moyen des Equations (iS*) et (T) , avoir aussi exac- 
tornent queTon voudra , les valeurs de <f'r et dc y mais on doit 
observer que du dtantJ’angle inlercepte enlre les rayons r et r+dr , 
rintegrale p de ces angles n’est pas dans un meme plan. Pour en 
conclure la valeur dc Tangle decrit autour de itf , par la projection 
du rayon vecteur rsur un plan fixe, designons par ce dernier 
angle , et noramons s la tan gen te de la latitude de m au-dessiis de 

ce plan ; r. -i-.s * sera Texpression du rayon vecteur projete , 

ct Ic quarre dc Telenient de la courbe decrile par m , sera 


r^.dv' r*ds 

1 -^ss 


(id-ssj^ ’ 


mais le quarrd de cct Element cst r^dt'*-+’dr*j on aura done, cn 
(^galant ces deux expressions , 


dr,=: 




d i* 
dv* 


y 1 


On ddterminera ainsi dr , , au moyen de dr, lorsque s sera connu. 

Si 
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Si Ton prend pour plan fixe , le plan de I’orbitc de m , a uno 
^poque donn^e , 5 et ^ seront visiblement de Tordre des forces 

perturbatrices ; en n^gligeant done les quarres et les produits de 
ces forces, on aura = Dans la ih^orie des plan^tes et des 
com^tes, on pent negliger ces quarres et ces produits , a I’excep- 
tion de quelques termes de cct ordre , que des circonstances par- 
ticuli^res rendent sensibles , et qu’il sera facile de determiner , an 
moyen des Equations (S) et {T). Ces dernieres (Equations prennent 
une forme plus simple, lorsque Ton n’a dgard qu’a la premiere 
puissance des forces perturbatrices. En elFct , on pent alors consi- 
d6rer cTr et comine les parties dc r et de dues a ces forces; 

.l^.riJ'sont ce que deviennentiZ et ri?', lorsque I’on ysubs- 
titue au lieu des coordonnees des corps , leurs valeurs relatives 
au mouvement elliptique : nous pouvons les d(5sigucr par ces der- 
nieres quantit^s assujdtics a ccltc condition. L’(iquation (S) devient 
ainsi^ 

d^.rPr u.rlr 

~~dv — — b2./d/2-f ri?. 


Le plan fixe des x et des y 6tant supposes celui de Torbite dc m ^ 
a une epoque donn^e, z sera de I’ordrc des forces perturbatrices ; 
et puisque I’on neglige le quarrd de ces forces, on pourra negliger 

la quantite z, plus , le rayon r ne diflere de sa projec-* 

tioji , que de quantit^s de Tordre z*. L’angle que ce rayon fait 
avec I’axe des ^ , nc dilTere de sa projection, que de quantitds du 
meme ordre ; cet angle pent done etre supposjt^ ^gal aUf et f on 
a au^ quantit^s pres du nieme ordre , 




d^ou I’on lire 


et par consequent II est facile de s’assurer par la 

differentiation, quesironndgligelequarr^delaforcepcrturbalrice, 
JliiCAN- c£l. Tome I. K k 


V SZ S ^ Sv 4 

r 4 * 




cJlv 

= . a 
*. 1 

• V » 'UV'O 
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]’6qualion diflerentielle prcct^dentc doiinera , en vertu des deux 
premieres des <5quations (P) , 


x.fydt* 

|^2./cli?+r.^ 

dn\ 

7^) 

*fxdt . 1 2 . /dp -j- r. 1 

(")) 


(^dy^ydxK 
\ dt ) 


Dans le second membre dc cette Equation , les coordonndes peu- 

vent se rapporter an mouvement elliptique , ce qui donne 

constant et (^*gal par le n®. ig, a 6tant Texcen- 

tricitd de Forbitc de m. Si Ton subslitue dans I’expression de r J'r, 
au lieu de x et do j , leiirs valeurs r.cos. v , et r.siii. p ^ et au lieu 

tie — quantite ( i — enfin , si Ton observe que 

par Ic n"'. 20 , ^ on aura 

cos.f' . fndt.r^sin.p. | 2 ,/dP+r.^^^| ^ 

) — a.siu,p*fnclt.r* cos.i^. | 2 ./dP-}*r.^^yj 

liquation (T) donne cn I’intcgrant, et en n6gligeant le quarre 
des forces perturbatrices , 






iir,d.S'f‘\“ dr.S'r 3a 




a*ndt 


3a ^ , /dR\ 

H — •// ndt.(iR-\ — ./ ndt,r,{ — ) 







Cette expression donnera facileinent les perturbations du mouve- 
incnt de m eii longitude, lorsque celles du rayon vecteur seront 
determinees. 

II nous reste a determiner les perturbations du mouvement en 
latitude. Pour ccla , nous reprendrons la troisieme des equations (P): 
cn rinU^grant comme nous avons inlegre Tequalion ( vS*) , et faisant 
z:=:rJ'Sy nous aurons 

— a.sin.p.fndt, r. cos.f^. 
p.. v/ 1— e* 


a. cos. p . fndi* r. sin. p . 
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iT^ est la latitude de m au-dessus -du plan de son orbite primitive : 
si Ton veut rapporter le mouveinent de w, sur unplan pen inclin6 
a cette orbite ; en nommant s sa latitude , lorsqu’il est suppose ne 
point quitter le plan de cette orbite , sera u tr^s-pcu pr^s la 

latitude de au-dessiis du plan propos6. 

4 y. Les formules (X), (K) et [Z)^on\. I’avantage de pre- 
senter sous une forme linie , les perturbations ; ce qui est tres-utile 
dans la theorie des cometes , dans laquelle ces perturbations no 
peuvent ^tre determinees que par des quadratures. Mais le peu 
d’excentricite et cl’iuclinaison respective des orbites des planetes , 
permet de developper leurs perturbations , en series convergentes 
de sinus et de cosinus d’angles croissans proportionnellement au 
temps , et d’en former des tables qui peuvent servir pour un temps 
indefini. Alors , au lieu des expressions preeddentes de i'/* et de 
il est plus commode de ftiire usage des equations dilTerentielles qui 
determiuent ces variables, En ordonnant ces equations par rapport 
aux puissances et aux produits des excentricites et des inclinai- 
sons des orbites , on pent toujours reduire la determination des 
valeurs de S'r et de a Tintegration d^equations de la forme 

o=27+”‘j'+<?/ 


Equations dont nous avons donne les integrales dans le n'\ 
Mais on pent donner imm^diatement cette forme tres-simpJe , aux 
equations dilTerentielles prdeedentes , par la mdlliode suivante. 

Reprenons Tequation (iZ) du n®. precedent, en y faisant pour 
abreger , 

Q = 3./di?+r.(^^; 


elle devient ainsi , 






(«') 


Pans le cas du mouveiiient clliptique , ou Q = o, r* est par le 
n°. 22, fonclion de e,co^.(nt-\-i — 'rr) ^ ae 6tant Texcentricitt^ de 
I’orbite, et — •'tr etant Tanomalie moyenne de la planete m* 

poit ^.cos.(nt+i— et supposons on aura 

d^u 
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Dans le cas clu mouvemcnt trouble , nous pouvons supposer eil-- 
core , (u) ; mais u He sera plus ^gal a e.cos. (nt+i — 'sr ) ; il 

sera donnd par Tequation clifferentielle precedente augmenl(^e d’un 
tenne dependant des forces perturbatrices* Pour determiner ce 
tcrnie, nous observcrons que si ron fait m ? on aura 


cl cl u 
dt^ 




etant la differenliclle de divis^e par c?.r% et 

eiant la dilTerentielle de 4'Cr^) divisee par d,r^. L'equation (JR!) 
cb.r^ 

donne egal a une fonction de r, plus a une fonction depen-* 
dante dc la force perturbatrice. Si Ton mulliplie cette equation , par 
2 r Jr, et qu’ensuite on I’integre ; on aura egal a une fonction 
de r, plus a une fonction dcpcndantc dc la force perturbatrice. En 

fa ffk^l fO, 

substituant ccs valeurs dc et de dans rcxpression pre- 


ci^ti 

c<!;dcritc dc ; la fonction de r, indtpendanle de la force 

perturbatrice, disparoltra d’elle-ni^inc , puisqu’elle cst identique- 
ineut nulle, lorsqucccltc force est iiulle^ on aura done la valeur 
^ ddu . " 

dc en substituant dans son expression, aulieude -j— 

, r®dr* .11 

et de , Ics parlies de Icurs expressions , qui dependent de la 


force perturbatrice. Or, cn n’ayant egard qu’a ces parties , Tequa- 
lion (/{') ct son intcgralc , donnenk 


“ j7» 

4r*dr* 


=: — 2Q; 

= — 8* / Qrdr y 


pariant 

d dll ^ . 

— +/i*M = --a QA (r*) — ^.-\-''(r').f Q.tdr. 


Maintenant, de I’t^quation K==4(*r*;, on lire du^irdr.-^'Cr') } 



PREMifiRE PARTIE, LITRE II. aGi 

celle-ci r*=(p('wj, donne 2rdr:=:du*<^*(u)^ et par cous^uent, 

En differenliant cette derni^re equation, et substituant au 


lieu de on aura 
flu 


4 Yr*;= 




13 » 


d.^'(u) , d,t (u) 

^ Y >) elant ^gal u , de nieme que f Y ^ ) <^st ^gal a — ^ — . Cek 


du 


pose; si Ton fait 

u = e»cos.(nt+t--^'9)-^-S'Uf 
I’equation differentielle en u deviendra 


dd.^u 3 


dt^ 


et si Ton neglige le quarr 6 de la force perturbalrlce, u pourra etre 
suppose egal a e,cos. (nt ^ dans les terines dcpcndans 
de Q. 

La valcur de - trouvee dans le n®. 22 , donne , en portant la pre- 
cision jusqu’aux quantiles de Tordrc inclusivemenl , 

r=a.{i+e*— i 

d’oii I’on tire 

r* = fl*. {i + 2e‘ — 

Si I’on subslitue cette valeur de ^(u)y dans Tequation differen- 
tielle en lu, et que Ton restilue au lieu de Q, sa valeur 

2 ./di{+r.^— etc.cosYrt^+*—'?^^au lieu dew; onauraaux 

quantiles pres de I’ordre e% 


0=-- — +ni'U 
dt^ 


— { 1 + je*— e.cos.fnH*— *>)— ie‘>c«B.(’3n<+*‘— a®.)} • |a.y3R+r.^~^| 

wJ.[i+e.cos.('«f+i— »j]i|2./(LS+r.^^”j|J. 



2Gia M E C A N I Q U E CELESTE, 

liorsque Ton aura determine , au moyen de cette equation diffe- 
renticlle ; on aura /r, m differentiant Texpression de r, par rap- 
port a la cai aeteristique ce qui doiine 

{ 1 -4-^^‘-4-2e.COS.(^ — 'ar^-|-|e\C0s/2 7z/4-2€ — 


Celle valeur de cTr donnera la valeur de au moyen de la for- 
mule ( X) du n®. prc^ccdcnt. 

II nous reste a ddlermiricr / or si Ton compare les for- 
mules (X) et (Z) du n°. pr^c^dent, on voit que ^Tr se change 


en J's, en changeant dans son expression , 2./d/?+ 



d’oii il suit que pour avoir <r,9 , il suffit de faire ce changement , 
dans I’dquation differentielle en et de subsUluer ensuite la 
valeur de /w , donnee par cette equation , et que nous designerons 
par dans Fexpression de On aura ainsi , 


ii . 

Q ~ — [■n\Su^ 

dt^ 

7* { 1 -hie*— e.cos//2^+i— — {e^.cos.( 272^+28— 

— ^,/ndl. |sin.('/7/+f— { 1 + 0 . cos. |?(-^) 

— aS'u'. { i-i-ie*+2e,cos.('/i^-h t — 'zy^-h^e“.cos.f2n^-h26 — 


Le syst^me des ^^quations (X') ^ (T), {Z') donnera d’une ma-* 
nitre fort simple , le mouvement trouble de m, on n’ayant egard 
qu’alapremiere puissancede la force pert urbatrice.La consideration 
des teruies dus a cette puissance, ttant a tres-peu pres , suffisante 
dans la tlieorie des planetes ; nous aliens en tirer des formulcsf 
commodes pour determiner le mouvement de ces corps, 

48. Il est necessaire pour cela , de dtvelopper la function li 
en strie. Si Ton iFa tgard qu’a Taction de m sur m\ on a par le 
n". 46, 


R 


m . (x x' -^yy'-^ zz) 




Cette fonction est entitrement independante de la position du plan 
des ^ et des y i car le radical V (v ' — + 
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exprimant la distance de /n a il en est ind^pendant j la fonctioit 
4. z‘+ ar'* + — 2 x — 2 yy'"^ 2 jir -s' en est done pareil- 

lement ind6pendante 5 mais les carres et 

des rayons vecteurs , ne dependent point de cette position ; la quan- 
tity xx'+yy'+zz^ n’en depend done pas , et par consequent la 
fonction R en est independante. Supposons dans cette fonclion , 

X —r, cos. V j ~ r. sin. v ; 

X —r\co 3 ,p ; r .sin. 

on aura 

^ mf . {tf' .cos. y — 

ix= " ] .♦ 

(r'^+ z*)T {r* — 2rr' . cos.f ^ 

Les orbes des plaiietes dtaiit presqiic circulaires et peu inclines 
les uns aux autres, on peut choisir le plan des x et desj^ , de ma- 
niere que z ct z' soient tres-pelits. Dans ce cas , r ct / different 
tres-peu des demi grands axes a et a' des orbes elliptiques 5 nous 
supposerons done 

r:=^ a^iAru) y r' = a'.('i+w/^ ; 
u, et w/ ytant des petites quantiles. Les angles v et diflV*rant peu 
des longitudes moyennes ct nous supposerons 

= 77 y V ^n! t-\-% -Vvl i 

V, eii>l etant des angles peu considerables. Ainsi, en rydiiisant i? 
dans une serie ordonnye par rapport aux puissances et aux pro- 
duits de et cette s^rie sera fort convergente. 

Soit 

~ . cos. (nt--nt-\- 1— e { a *— 3 aa! . cos. ( nt--nt + 

+ -^^^^.cos 3 — nt^r^ — 0+ ? 

on peut donner a cette s6rie , la forme ^^^\co 3 .i(n nf+t — %)y 

la caracterislique s des int6grales finies , etant relative au noin- 
bre iy et devant s’etendre a tons les nombres en tiers depuis z == — oo , 
jusqu’ci » = ao5 la valeur z = o ytant comprise dans ce nombre 
infini de valeurs : mais alors, il faut observer que = 

Cette forme a Pavantage de servir a exprimer d’une mani^re fort 
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simple, non-seulement la s6rie prdcddente , mais encore le pro^ 
duit de cette s^rie , par le sinus ou le cosinus d’un angle quel^ 
cpnque ; car il est facile de voir que ce produit est egal a 

— i) +/^+'ar|, 

Cette propriety nous fournira des expressions tres-commodes dcs 
perturbations du niouvement des planetes. Soit pareillement 

{a* — 2ao! ,c,os.(n't — — 0 + <3f'“} * 

6lant ^gal ii Cela pos6 , on aura par les tli^or^mes dii 
n'’. 2 1 , 


Ttl' 

R =r — .2,;^(0.cos. i(rit — nt+i^^t) 
m' /dJCO\ 

+ -^J.COS.irn 7?^-!-* — 

m , , /rZ.iCO\ 

-I-— .( ]*cos.i(^nT — — %) 

~ Y ^ ^ sin ,i(n't — nt-\- 1 — e ) 

m! /ddA^'^\ . , , , 

+ Ucos. i(n t — nt+t — 

rJ-~. w/^/.r.aa j.cos.if /z c— n^+e — i) 

fX, a j. cos, i(n t--^n t+t — i) 

ni' , , . . /dA^''>\ , . . f , . 

. — ^Y Y — i’J*Uf^'S>^iaA-—y^m,i(n t^nt+i — V 

— Y^/ .1 l.Sin. i(72 — %) 


4 

m .zz' 3m'a»'* . , 

'i 7--. COS, (nt-jitAr^--*) 

a-^ aa 

4. ^ ^ , j5(0 , cos. iCn't^nt-^^ t' — t) 

4 


Si 
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Si Ton substilue dans celte expression de i? , au lieu de , u* 
*etz', leurs valeurs relatives au mouvement elliptique , 
valeurs qui sont fonctions de sinus et de cosinus des angles n ^ , 
et de leurs multiples; i{ sera exprim6par une suite infinio 
de cosinus de la forme mk .Gos.(in!t — i et i' elaiit 
des nombres entiers. 

II est visible que Taction des corps m", m'\ &c. siir m , produira 
dans jR, des termes analogues a ceux qui r^sultent de Taction 
de m\ et que I’on obtiendra , en changeant dans Texpression pre- 
cedente de R , tout ce qui est relatif a dans lea minxes quanti- 
les relatives a m\ 7 ti'\ &c. 

Considerons un terme quelconque, mh^ cos. ( int — 
de^^pression de R Si les orbites 6toient circulaires, et dans uii 
meme plan, on auroit i^i; done i ne peut surpasser ou en 
4tre surpass^ , qu’au moyen des sinus ou des cosinus des expres- 
sions de , js , w/, z', qui en se combinant avec les sinus et 

les cosinus de Tangle n't — nt+% — i , et de ses multiples, produi- 
sent des sinus et des cosinus d’angles daiis lesquels i' est different 
de i. 

Si Ton regarde les excentricit^s et les inclinaisons des orbites , 
conime des quantit^s tres-petites du premier ordre ; il r^sulte des 
forraules du n®. 22 , que dans les expressions de , z ou rsj 
s (6tant la tangente de la latitude de le coefficient du sinus ou du 

cosiims d’un angle tel que f*(nt’\-i)^ est exprim^ par une seric 
dont le premier terme est de Tordre/; le second terme , de Tordre 
/+ 2 ; le troisieme terme, de Tordre /'d- 4; et ainsi de suite. 11 
en est de m^me du coefficient du sinus ou du cosinus de Tangle 
f'.(n't^ i'), dans les expressions de i//, z'. II suit de-la que i et i' 

^tant supposes positifs, et i' plus grand que i ; le coefficient A, dans 
le terme m'k, cos. (int — int’\-^)y est de Tordre £' — ?, et que 
dans la serie qui Texprirae , le premier terme est de Tordre i — i , 
le second terme est de Tordre i'— j +2 , et ainsi de suite ; en sorte 
que cette s^rie est fort convergente. Si i etoit plus grand que 
les termes de la s6rie seroient success! vement des ordres i — 
i — i'+ 2 , &c. 

Nommons *9 la longitude du p6rihelie de Torbite de m ^ eiQ 
cin. Tome L LI 
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celle de son noeud ; nommons pareillement 'sr' la longitude du pe^I- 
li61ie de I’orbltc de m', et fl' celle de son noeud ; ces longitudes 6tant 
complies sur un plan tres-peu incline a celui des orbites. II resulte 
des forraules du n®. 22, que dans les expressions de et z, 
Tangle nt+t est toujours accompagn6 de — 'zjt , ou de — 0 ; et que 
dans les expressions de uf, pj et 2! ^ Tangle est toujours 

accompagne de — 'ar' , ou de — 0' / d’oii il suit que le terme 
n^k. cos. ( i'rit — int+A) est de cette forme , 

7Tik.cos.(in!t — int-\- it — U — g'rs — g^m — ^'^0 — 

g, g\ g\ g" 6tant des noinbres cntiers positifs ou negatifs , et tels 
que Ton a 

o = i— 

Cela resulte encore de ce que la valeur de R et ses differens tcrmes 
sont independans de la position de la droite d’ou Ton compte les 
longitudes, De plus, dans les formulcs du n®. 22 , Ic coeiTicient 
du sinus et du coainus de Tangle 'sr , a toujours pour facteur , Tex- 
centricilc e de Torbite dem,* le coefficient du sinus et du cosinus de 
Tangle 2 3-, a pour facteur, Ic quarre 4?*, de cette excentricite , et 
iiinsi de suite. Pareillement , le coefficient du sinus et du cosinus 
de Tangle 0 , a pour facteur tang, , <p etant Tinclinaison de Torbite 
de m sur le plan fixe. Le coefficient du sinus et du cosinus de 
Tangle 2 0 , a pour facteur tang,*^(p , et ainsi du resle • d’oii il resulte 
que le coefficient h apour facteur, . tang.'^'' tang.-^'^' ( 7 (p); 

les noinbres g-, g\ g\ g"' ^tant pris positivement dans les exposans 
lie cc facteur. Si tons ces noinbres sont positifs en eux-m.emcs , ce 
facteur sera de Tordre i ' — en vertu de T6quation 

o = i— i —g—g'—g"^g"' ^ 

itiais si Tun d’eiix , tel que g^ est ndgatif et dgal a — g-, ce facteur 
sera de Tordre i' — j -f- tig. En ne conservant done , parmi les terraes 
de quo ceux qui d^pendans de Tangle i'n't — int^ sont de 
Tordre i — i, et en rejetant tons ceux qui dependans du meme 
angle , sont des ordres 1 — / + 2 5 1 — ^ + 4 , &c. j Texpression de R 
sera composee de termes de la forme 

J?. c '^' . tang.^'Y ~(p). 7 . cos. ( in't — int 

+ ‘ • — » —g' • ® —g" 
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H 6 i(mt VLTL coefficient ind^pendant des excentricit^s et des incli- 
naisons des orbites , et les nombres g\ g\ g^* ^tant lous positils^ 
et tels que leur somme soit egale a i'— L 

Si roil substitue dans , au lieu, de r, on aura 



Si dans celte meme fonclioii , on substitue , au lieu dc 
leurs valeurs donn^es par les formules du u*. 2a , on aura 



pourvu que Ton suppose % — et t — conslansj dans la difle- 
rentielle de i? , prise par rapport a « ; car alors el z sont 

constans dans celte differenlielle , ct comme on a 
il est clair que requation prec6deute alien. Onpourra done oblciiir 


facilement les valeurs de r 




qui entrent dans le s 


equations differentielles des precedens , lorsque Ton aura la 
valeur de R developpee en serie de cosinus d’angles croissans pro- 
portionnellement au temps t. La differentielle di?sera pareillenient 
tres-facile a d(^terminer , en observant de ne faire varier dans 7 ?, 
que Tangle n/, et de supposer Tangle n't constant j puisquedi? 
est la diffi^rence de prise en supposant coiistanlcs, les coor- 
donn^es de m'^ qui sont functions de n't. 


49. La difficult^ du d^veloppement de R en s^rie , se r^duit a 
former les quantiles et leurs differences prises , soit rela- 

tivement a a , soit relativement a a'. Pour cela , considerons g^ne- 
ralement la function ('a^— 2 aa\cos. ddveloppons-la 

suivant les cosinus de Tangle 9 et de ses multiples. Si Ton fait 

clle deviendra (1 — act. cos. 9 + **}“^* Soit 


(1 — 2 u. cos, S + ^ cos. 0 + cos. 2 0 

+ ^/^\cos. 30+ &c. 


LI 2 
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by\ by\ by\ &c. , ^tant des fonc lions de « et de s. Si Ton prend les 
differences logarithraiques des deux membres de cette Equation , 
par rapport a la variable fl , on aura 

— . ee . sin. f . sin. 5 — a . sin. a ^ — 8cc, 

i — ao6.cos.tf-i-** + ^,0).co8.tf -j- 6,^®^.cos.a tf -|- &c.* 

En multipliant en croix , et comparant les cosinus semblables y on 
trouve g6n6ralement 

(i-^s).<c " ^ ^ 

on aura ainsi , bs^*\ by\ &c. , lorsque Ton connoitra b^'^ et b^l 
Si Ton change s en 5+i , dans I’expression pr^c^dente de 
("i — 2 o6,cos. + on aura 

(o) (1> (a) 

( 1 — 2oc.COsJ + ct*;“^-*=:^,i^^+^>^ , COS.5 + 5^^^,COS.29 

( 3 ) 

+ ^^^^.cos.50-H &c. 


liii multipliant les deux membres de cette Equation , par 
I — 2 flt,cos .0 + a*,et ensubstituant,aulieu de ( i— 2c6.cos.9+a*J~^^ 
sa valeur en serie j on aura 

5 . cos. S + ^/ *) • cos. 2 5 + &c 

, f («) to (0 (3y ^ 

=( 1 — 2et.C05.d+<t*).j :'.^^^^-}-^^^.COS.d+&^^.COS.29+^^^^.COS.30+&C. h 


tl’ou ron tire , en comparant les cosinus semblables, 


('■) (0 (i-i) 


.(i+v) 

*+> * 


La formule (a) donne 
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rexpression pr^c6dente de deviendra ainsi , 

(i-O (.) 

• i— j 

Ell changeant i en i + i, dans celte equation, on aura 

(0 (i+i) 

(i+0 

^ 137+ . 

(*+*) 

et si Ton substitue au lieu de , sa valeur precedente, on aura 

(i+0 ^•('»+.5^«+t+«V-i|+, *+i- {a.(i^s).a=—i.(i+a*)‘) 

b = ■■ : ; - ^ 

' 

Ces deux expressions de bs^% et de donnent 

<•,+.=— {{zn ?)-- — >■ 

en substiluant au lieu de sa valeur tiree de T^quation (a), on 
aura 

(TX7V+ .• (') 

expression que Ton pent conclure de la prec6dcnte , en y chan- 
geant i dans — t , et cn observant que On aura done, 

(o) (i) (a) 

au moyen de cette forraule, les valeurs de b^^^, &c. , 

lorsque celles de bj''\ &c. , seront connues. 

Nommons pour abr^ger , a la fonction 1—2 a. cos S + ct*, Si Ton 
differ entie par rapport a a , T^quatjon 

^”'=: j.6/°^ + Z>/’^COsJ + ft/*^COS. 2 0 + &C. J 

on auBa 

d&,co) dbs^o ^ ^ „ 

— 25 . ("<6 — cos.o ). 7.—; h --3 . C 08.9 +-- . C0S.2» + &c.; 

^ * UA dA dA 

mais on a 


• A+COS. S = - 


I — et® — h 


9 
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on aura done 


S.(l—cl*) 
■» A. *■ 


. -7 h —7 — . cos, 0 + &c. ; 

d(t da, ' 


d"ou I’on tire g^neralement , 

dbi^^ s,(\ — JL^) f*) s,bi^^ 

— ~ 

a fid fid. *T“i fit 

(l) 

En substituant au lieu de sa valeur donnee par la foriiiule(i); 
on aura 

da. I a..(i — cL^) J* ‘ l — fit* * * 


Si Ton difTerentie cette Equation , on aura 


ddhS^ 

f i -{• 



!2_il 

1 h 

da* 

i 

1 ^ i 


«*J 



— 5 -f 


4 .(i—s+i).u 

. f) 



1— fit* 

* da 

0-“’/ 



En differenliant encore . 

, on aura 





p’+C'+aij.a'I 

ddbS^ 

1 r ni 

^2.(i + s).(l + 

£)_n 

1 


t a.fi— a“; j" 



a* J 

[• da 


+l — jr= 5 } 5 — it - 

dhS^^y 4.(i^s + i).(i-]^3cL^) 

(^1 — fit*/ • dfiC — ' ' 

On voit ainsi que pour determiner les valeurs de et de ses dif- 
ferences successives , il suffil de connoitre celles de et de b^^'K 
On determinera ces deux quantiles , de la maniere suivante. 

Si Ton noiiime c , le nombre dont le logarithme hyperbolique 
est I’unite ; on pourra mettre Texpression de sous cette forme, 
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En developpant le second membre de cette Equation , par rapport 

aux puissan^s de c , et de c ; il est visible qne Ics 

deux exponentielles c , et c auront le meme coef- 

ficient que nous designerons par La somiiie dcs deux tenues 

, et i.c est 2^>cos.i^ ; ce sera la valeur de 

bs^^Kcos.i^ ; on aura done Maiutenant Texpression de a”' 

est egale au produit des deux series 

I+5ae,C T ~ +&CY 

— , s.(s-{’i) — 

l+sn.c d ~ .et\c +&C.* 


en multipliant done ces deux scries I’une par I’autre , on aura dans 
le cas de i == o , 


z- — 1 + J . a* 4- &c,; 

et dans Ic cas de /= i , 


Z=a. I 


, s.(s+x).(s+^) 1 

s + s. .a d . z .«^+ etc. ; 

i.a I. a 1.3.5 ^ j’ 


partant 






_ , _ ^Y-r+J.^ , , s.(s+i).(s+2) 

S "4" «S • ————— • ot -j* ■ • I 

I.a 1.2 1.2.5 


x*+ &C. j. 


Pour que ces series soient convergentes, il faut que a soil moindre 
que I’unite; e’est ce que Ton pent toujours faire, en prenant pour 
le rapport de la plus petite des distances a et a% a la plus grande 5 

Q 

ainsi ayant suppos6 a = ~ , nous supposerons a plus petit que cl. 

Dans lath^orie du niouvement des corps ttz, &c. , on 

a besoin de connoitre les valeursde et de lorsque 
et Dans ces deux cas, ces valeurs sont peu convergentes , 
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si (t n’est pas une petite fraction. Ces series convergent avec plus 

de rapidity , lorsque ij = — 7, et Ton a 






1.1 j I 1 . 1.3 ^ 1.3 1.1.3 . 5 g 1.3.B 1.1. 3. 5. 7 g 
'**('“ 2 ^’* ~4‘a46‘* “■p‘ a. 4 . 6 . 8 * * ~4 Js’mXs . “ ‘ 


Dans la th^orie des planhes et des satellites, il suffira de prendre 
la somme des onze ou douze premiers termes , en negligeant les 
termcs suivans , ou plus ejcactement , en les sommaiit comme une 
progression gdoin($lrique dont la raison est 1— a*. Lorsque I’ou 

aura amsi determine b ^et ^ ,, on aura o, en faisaut i = o, 

""a ” » r 

et ~ , dans la formule ( ^) , et Ton trouvera 


(0) (1) 

- fi—i? ' 

Si dans la formule (c), on suppose i = 1 , et 5=— on aura 

(O) (1) 

(i) 3 8(.6^, -(-3.('i + 

° ‘ 

(0) (0 

An moyen de ces valeurs de et de ^ , , on aura par les for- 

» % 

(») 

mules prcc 6 dentes, les valeurs de , et de ses differences par- 

1 

tielles , quel que soil le nombre j; et Ton en conclura les valeurs 
(0 . (0) (») 

de ^3, et de ses difiKreuces. Les valeurs de et de peuvent 

a 2 7 

£tre d^tcrniinees fbrt simplement, par leg formules suivantes ; 



(9) 
h , 







0) 



Maintenant , pour avoir les quanlit^s &c., et leurs 

differences 3 on observera que par le n^. precedent , la serie 


&C. 


r&ulte 
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resulte du d^veloppeiuent.de la fonction 

£2 cos. 3 , , - » - 

— ; — 2aa\cos.S + a J % 

a * 

dans uiie suite de cosinus de Tangle 9 el de sea multiples : cn fai- 

sant =ct , cette nieme fonction se reduit a 
a < 


1 (0) (a 1 ( 0 \ ^ , (:) 

7.0, +I-; r. I.COS.S 7 * 0 , .COS. 2O — &c. ; 

2a 7 \a* a ^ J « r 

cc qui donne generalement 


1 (*> 

7.^. ; 

a r 


lorsque i est z6ro , ou plus grand que 1 , abstraction faitc du siguc. 
Dans le cas de i = 1 , on a 


On a ensuite , 



or on a 



(0 


d h, 


dcL ^ 


et dans le cas de i = 1 , on a 



Enfin , on a, dans le cas meme de i=i , 



MicAN. c£n. Tome L 


M m 
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Pour avoir les dilferences de relatives a a', on observcra 
que etant une fonction lioniogene en a et a', de la dimen- 
sion — 1 , on a par la nature de ce genre de fonctions, 


d’ou Ton tire , 






, ldA^y\ (ddA^^\ 


On aura 2?^'^ ct scs differences, en observant que par le n*’. prece- 
dent , la serie 

^.23^'‘^4-5^‘\cosJ4- j5^*^cos.2 9+ 8cc. , 

cst le developpement de la fonction — 2 a.cos. 9 + % 

suivant les cosinus de Tangle 9 et de ses multiples j or cette fonc- 
• tion ainsi d6veloppc^c, est egale a 

f (0) (1) (J) 1 

I “b • cosJ + ^3 .COS. 20 + &c. j \ 


on a done gen^ralement \ 
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Dc plus, etant une foncliou lioiuogene de a ct de o', de la 
dimension — 3 , on a 



d’ou il est facile de conclurc les differences partielle^ de 
prises relativernent a o', au moycn de scs differences parlicllcs 
en a, 

Dans la th^orie des perturbations de m\ par I’aclion de m , les 
Talcurs de et de sont les niemcs que ci-dessus , a Tex- 

ception de , qui dans celte iheoric devieni — 7* • Ainsi, 

le ciilcul des valeurs de et de leurs differences , sert 

Wa-fois pour les theories. des deux corps m et in', 

So% Apres celte digression sur Ic dc*vcloppcment de K cn serie, 
reprenons les (Equations differcntielles (JC'), (Y) ct (Z') des 
n'**. 46 et 47 , et deterniinons aleur moyen , les valeurs de cTr, <r</, 
et ^ 5 , en portant la precision jusqu’aux quantiles de Tordre des 
excentricites ct des inclinaisons des orbites. 

Si dans les orbes elliptiques , on suppose 


on aura par le 11'^. 22 , 

— e,cos.(nt-\'t — 'sr) ; 


r = a y 

v' ^ n' t -{■ i ; 

ul — — e\ cos. ( n't -f e' — y 

v! e' , sin. ( 71 y 


n^*4-e 5 n'f+g', etant les longitudes nioyennes de m et de m' ^ a et a' 
etant les demi-grands axes de leurs orbites ; <? et 6tant les rap- 
ports des excentricites aux demi-grands axes 5 enfin , 'zr et V etant 
les longitudes de leurs perihelies. Toutes ces longitudes peuvent etre 
rapportees indiffercminent aux plans memes des orbites , ou a un 
plan qui leur est fort peu incline 5 puisque Ton neglige les quanti- 
tes de I’ordre des quarres et des produits des excentricites et des 
inclinaisons. En substituant les valeurs precedentes, dans I’expres- 
sion dc R du n°. 48 , on aura 


Mm i 
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. 5 . * cos. i . ( n't — /z ^ * j 

2 

. 2 , |o..^'~j+ 2 i.v^^'^|.o.co 8 . n/+t'— tj-f ■'»} 

— — . s . I a . — sfi— i) . I . . cos. { /| nt^nt + / -i j + «/ + *-"«?' } ? 

]c signe z ties integrales finies, s’elendant a toulcs les'valeurs 
cnticrcs positives et ncgativesde i , en y comprenant la valeur i=o. 

De-lii on lire , 


3./d/i+r/^U 




+^,x. |aY-^j+-^.^w|.cos.«('/^i— ni+t— t} 




Ada’ I 




dm 





-i.X. . 


wYi-ij.a f fdA^'y 

^ — 

i.(n-n')~n ( \d<ij 

1 o.fi-ijln f , fdp-'1\ ■ , 


. (?, cos. {f . fn'/ — w 0 -i- 7Z M- « — 




i! 


.e'.cos. {/f ; 


Ic signe integral z sVtenJant, comme dans ce qiii suit , a toutes les 
valeurs cnlieres , positives ou negatives de i, la seule valeur i=o, 
^tant exceptce, parce quc nous avons fait sortir hors de cc signe, 
les tcrmes dans lesqiiels i=zo:m'g est une constaiile ajoutee a 
I’int^grale JAR. En faisant done 

, , fddA^^A „ , /d/^A ^ 
r. . * / /dd/f 'A /d/')\ /dp)\ 
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(i—i).n f /<MCO\ , ^ 

{"’ • (■Ta7)+ j > 

. . / /dd4<.‘-')i\ .. ^ /rf/,0-i1\ 

+i.r«-n;-n;r“ •(-^) ’ 

en prenant ensuite pottr unite, la somine clesm asses 31 + m, el 
observant queparlc n°. 20, — ^ ^ requalion (X') deviendrn 

n*m /dA^°^\ 

o = “T'7“ “b — 2 n V/t ag- ♦ a ,\ — ) 


\ da j 


ji^m' f fdA^'^\ 2n . A ^ 

— --^.2. 1 a^.f — J — j-h cos. if n i^nt+% ) 

+ n^m' , C.c.cos. (nt+% — 'rff) + n^m\D ,e' , qo^. ( nt-\-% — 'tt' ) 

4-n®/7i'. 2 , 0^\e,cos, (/ (n^t — ntA- 1 ' — « J + nlA-t — '^} 

H- ri^m! . 2 . . c' . cos. [ i . f /z'^ — tz ^ h e — tz / -f t ^ /^r' } / 

et en integrant , 

^ , m' ^ (dA^-y\ 

^u = ^mag+j.a.(^—j 

” ^ L cos.i(n^t^nt+.’-^) 

i*.(n — n'j* — n* 

A-m' .f^,e.cos. (n tAr* — '^!r)A-m\fl^e\cQS. (ntArt-^^) 

m' . ^ ^ n r • ^ 

— — *C,nt.e,sm. (nt-h* — mD,nt,e .sin. 'w / 


in 

. 7 Z\S 

a 


-f-m 


JOCO.Ti* , 

4- 77i' . s • -yr- . e • COS. [i( nt -nt+ t^t) + Jit + } , 
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ci f! clant ileux: aibitraires. L’exprcssion dc iuy Irouv^e 

dans Ic 11®. 47 , doniicra 



2 m ' . ag — 



m ^ 2ji 

+ ^ \ da ) n — n ^•COS,i,(}lt — — 't) 

( «'/— /I* i 


— ni • fe . cos. — m\f’e ' • cos. 




4*/7z'.7i*.r. 


CO, ?/ 

jC — Zi" {i(n^n 

f^Xe CQ^,[l(nt — nt^i — i) + nt-\-i — 'Zf] \ 


an ) 

• a > 

n — n J 


/et/' elant des arbilraircs dependantes dc/ ct de f/. 

Cette valcur de <rr, 'subslituce dans la formiile (Y) du n®. 46 , 
donnera cTtz, on Ics perturbations dii iiiouvenient de hi planctC/ 
cn longitude ; mais on doit observer que n t exprimant le nioyen 
niouvement de m , le terme proportioiinel au temps t , doit dispa- 
roitre dc rexpression dc i'v. Cette condition dc^terniiue la cons- 


tante g , ct Ton troiive 



Nous aurions pu nous dispenser d’iutroduire dans la valeur dc cTr, 
les arbilraircs / ct / , puisquY'lIcs peuvent etre censees comprises 
dans Jes (^dt^nicns e? , et du mouvement elliptiquc^ mais alors, 
rexpression dc auroit renferm^des termes dependaus de Tano- 
nialie moyenne, et qui n’auroicnt point 6{6 compris dans ceux que 
donne ]#nouvement elliptique ; or il cst plus commode de faire 
disparoitre ces termes, de rexpression de la longitude, pour les 
iutroduire dans Texpression du rayon vectcur j nous determine- 
rons ainsi / c t /' de maniere a remplir cette condition. Cela pose , 

81 Ton subslilue aulicu de a' . sa valeur 


on aura 
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n^i.(n^n') ' n^i.[n^n') \ da } 


da^ 




r=, -..(1 ^)..,(^^)|, 

soit (Ic 2>lii8 , 

Ef)- + { i'.(n-n') .[n+ i.(n-n')]-Zn‘} 

n — n i‘.(n — n')‘~n‘ 

an , , /ddAf.0\ 

/I — n' i^.(7i — n'j* — /i“ 

f ^ /d^(0\ 2n 2»>.EC') 

[ \ da J /i— .« J n*— (rt — i.fn— n 

("i — — ij. + fj — ij.wa* j 




271*.D^') 


fl. |rt— iffi—rtj) 


iY«— /iV}* ^ 


on aura 




.' ,/dAw\ m'.tf 

r.a .(~j — )+-• — .s. i — — n- — i.cos,i.(^n'^^;2A-(-t' 

1 \ da J 2 j"Y/i — /i j*— n* ^ ' 



s 8 o 
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£(0 


+ X)co 


. e . cos. { i« + 1 — t Ji-nf-j - « } i 


2 


( ^ ^ \ da J n—ft J;.Sin.?.(^/jf—;zi4-i- 

If n— n'j- (i* ^ 

+ m'.C.«^.e.cos.('/zH«— /+e — 

fCO 


_L«m' T Vi-ifn-nj 

+ m.2.^ CM 


7- . ^ . sill. { i(nt—-nt + e'— « J + w/ + e — } 


/ + — r; [i(nH^nt-{-i'^i)+nt-\-i^'^'} \ 

n’^i(n^n ) ' ‘ 


le signc intcgi’al 2 s’etendant dans ces expressions , a toutes les 
laleurs entieres posilives et iiegalives de i, la seule valeur i = 0 
etant exceptce. 

On doit observer ici , que dans le cas meme o il la sdrie represen- 
tee par i*A^'Kcos.i(nt--~-nt +*--0 peu convergeiite , ces 

expressions dc ~ ct de le deviennent par les diviseurs qu’elles 

acquierenl. Cette remarque est d’autant plus iinportante , que sans 
elle , il eut et^ impossible d’exprimer analytiquement , les pertur- 
bations r^ciproques des planMes , dontles rapports des distances au 
soleil , different pcu de Tunit^, 

Ces expressions peu vent elre inises sous la forme suivaiite qni 
pous sera utile dans la suite 5 soit 

/i = e,sin.« ; A' = e.3in.^'; 

I =e.cos.'^ ; I' =e'.cos,-5r'; 


on aura 

h m' /dAW 

— m'.CA/+/i/'J.cos. (nt-i-t)---m'^(lf+l'f).sin.(nt+i) 

+— . [I CArl'D] •n^.sin.(' 72 ^+«^ — {h.C+h^.D} .nt. cos, (nti-t) 

+ 


mnr 

1+ — 

2 


(dA^^\ 2 n 


) \ Vtcos.ifn^— — tj 



+« 
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, 2 , 

2 


+ 771^ {hiC^rhl.D] .Tz^sin. * {/. C+ZM?} .nt^tQS>(nt^%) 

///.f(04./'.(;(0j 

\ rr • sin. { Z. ('/z'f— tz^ + s'—! ) + 72^+ 1 } 

^ ] n— i.{n~n ) ■* 

+ n.7».s.'^ Ufco+j'Gw} ' . ,, ^ ,1 

i — COS. { t . ( nt-ntTi-t ) + 7zZ+ 1 ) 

f n^i.(n~^n) '■ *' 


en reunissant ces expressions de Ir et de , aux valeurs dc r 
et de Py relatives auraonvement elliptique, on aura les valeurs 
entieres du rayon vecteur de tw , et de son mouvement en lon- 
gitude. 


5l* Considerons prescntement , le mouvement de m, en lati- 
tude. Pour cela, reprenons la formule (Z') du n°. 47 . Si Ton 
neglige le produit des inclinaisons paries excentricit^s des orbites, 
elle devient 


d^S'v! 

'''Iv 


u - ^ 

— hn T" > 

a“ \dz y ^ 


I’expression de H du n®, 48 , donne , en prenantpour plan fixe, 
celui de I’orbite primitive de ttz, 


( dR\ mz m z _,;v . , 

— ) = ,S.iSW,cos.z(^7Z Z— 7ZZ+I— sy; 

dz J 2 

la valeur de i s’etendant a tous Ics nombres enlicrs positiCi et 
negatifs, eny comprenantmemei=o. Soit y, latangentedc Tin- 
clinaison de I’orbite de m\ sur I’orbite primitive de ttz , et n la 
longitude du noeudascendant de la premiere de ces orbites , sur la 
seponde ; on aura a. tres-peu pres, 

;5' = a'.5/*sin.('/7'Z+«'— ny ; 

Megan, c^l. IbTzz^i. N u 
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ce qui donne 

\dz / a'^ 2 

la valeur de i s’etenclsmt ici , comme dans ce qui va suivre , a tous 
]es nonibres entiers positlEs et negatifs , la seule valeur i=o etant 
exceptive. L’^quation diffdrentielle en S^Uf deviendra done, en 

( dR\ 

— J , par wV qui est ^gal a Funite, 

(IdJu . . , . fl . > / / 

0 = ~ 'T T~~ + n — -/Tl .71 

dr a “ 

a a\B^'Ky sin, (nt+i — T\) 




(Fou Von tire en integrant, et en observant que par le n®. 47 , 
<ri' — — a,^u\ 


m' . n* 



rt» 

a'* 


.^.sin.^'Tz'^-l-F— -n ) 


~ 


.B^'Knt.y,cos,(n f+i— nj 


m' . n® . a*a! 

“I .2. 


•J 


7»^ — 


{n-^i(n^n)]^ 


. y . sin. ( i. (' tz'^— + 6'— 0 + -f ^ ] • 


Pour avoir la latitude de m , au-dessus d’un plan fixe peu incline 
a celui de son orbite primitive; en nommant ? I’inclinaison de 
eette orbite sur le plan fixe , et Ha longitude de son noeud ascen- 
dant sur le mSme plan; il suffira d’ajouter a S's, la quantity 
tang, (p . sin. 9^ , ou tang. ^ sin. ^ en n^gligeant Tex- 

centricite de I’orbite. Noramons (p' et 6', ce que deviennent ^ et 9 
relativeraent a m\ Si m ^toit en mouvemeiit sut Forbite primitive 
de m\ la tangente de sa latitude seroit tang. sin. ; 

elle seroit, tang.ip.sin. ("/zZ-f « — 9j, si m continuoit de se mou- 
voir sur son orbite primitive. La difierence de ces deux langentes 
cst il tres-peu pr6s la tangente de la latitude de m , au-dessus du 



PREMIERE PARTIE, LITRE ir. ii85 

plan de son orbite primitive , en le supposant md sur le plan de 
Torbite primitive de ni \ on a done 

tang.^' . sin.f f— 5'^— tang,® . sin.f sin.^/z^ 4 - g— n;. 

Soil 


tang.?. sin. ; 

tang.^\sin.9' ; 

tang.? .cos. 9=^ / 

tang.?',cos.9'=:5f' ; 

y.^n.n=:p^p • 

>.COS.n=:^' — ^ ; 


on aura 


et par consequent y si Ton d^igne par .5 , la latitude de m au-dessus 
du plan fixe , on aura a tr^s-peu pres , 

5=y.sin (nt\ tj — p.cos. (nt+i) 
tv! . a^ci 


4 

rria^a* 


*(q* — q) i) 


Tti .nr or . , 

^ • { ('S' • sin. ('ra'f-t- O — (p'—p) • cos. (nt+i)) 

( ('a'— o;, 50-0 

m .n*.a*o ^ Jn*— jfn— n7}* '• •’ ( 

a **' J — fr'— B;.BCi-0 ( 


5^. Rassemblons presentement, les formules que nous venons 
de trouver. Nomnions (r) (p)y les parties du rayon vectcur et 
de la longitude p sur Forbite , qui dependent du mouvemenl ellip- 
tique y on aura 

rz=(r) + tr / v — 

La valeur prec^dente de a, sera la latitude de m au-dessus du 
plan fixe; raais il sera plus exact d’employer an lieu de ses deux 
premiers termes qui sont independans de nty la valeur de la lati- 
tude qui auroit lieu dans le cas ou m ne quitteroit point le plan de 
son orbite primitive. Ces expressions renferment toute la th^orie 
des planetes , lorsque Ton neglige les quarr^s et les prodiiits des 
excentricit^s et des inclinaisons des orbites, ce qui est le plus sou- 
vent permis. Elies out d’ailleurs Favantage d’etre sous une forme 

Nn 2 
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trcs-simple , qui laissc facilcment apperceroir la loi de leurs diflfe- 
rens termes. 

Quelquefois , on aurabesoin de recourir aux termes dependant 
des quarrcs et des produits des excentricites et des inclinaisons , et 
iiienie des puissances et des produits sup^rieurs. On pourra deter- 
miner CCS termes , par Tanalyse precedente : la consideration qui 
Ics rend nccessaires , facilitera toujours leur determination. Les 
approximations dans lesquelles on y auroit egard , introduiroient 
de nouveaux termes qui dependroient de nouveaux argumens. 
El les reproduiroieiit encore les argumens que donnent les approxi- 
mations prccedentes , mais avec des coefficiens de plus en plus 
p(!tits, suivant cctle loi qu’il est ais6 de conclure du ddveloppc- 
ment de R cn serie , donne dans le n®. 48 ; un argument qui dans 
les approximations successipes^se troupe pour la premiere fois parmi 
les quantites d^un ordre quelconque r, n^est reproduit que par les 
quantitds des ordres r-pa, r-f-4 , &c. 

II suit de-lii, que les coefficiens des termes do la forme 

Sin* 

t . ,(nt~bi)^ qui entrent dans les expressions de r , et 5 , sont 

approches jusqu’aux quantites du troisieme ordre, e’est-a-dire , 
que Tapproximatiou dans laquelle on auroit ^gard aux quarrcs et 
aux produits des excentricites et des inclinaisons des orbitesy 
n’ajoutcroit rien a leurs valeurs j elles ont done toute la precision 
quo Ton pent desirer ; ee qu’il est d’autant plus essenticl d’obser- 
ver , que de ces coefficiens , dependent les variations seculaires des 
or bites. 

Les divers termes des perturbations de r, p , s ^ sont compris 
dans la forme 

h . [i(nt — nt-\- 1 ' — + r /z ^ + r 2 } , 

r tVtant un nombre entier positif on zero , et k etant line fonction 
des excentricites et des inclinaisons des orbites de I’ordre r, oti 
d'un ordre superieur : on peutjuger par-la, dequel ordre estun 
lerme dependant d’uii angle donne. 

il est clair que Faction des corps in \ m"\ &c., ne fait qu’ajouter 
aux valeurs prccedentes de r, ^et $y des termes analogues a ceux qui 
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resrultent de Taction de m\ et qu’en negligeant le quarr6 de la force 
perturbatrice , les sommes de tons ces termes donneront les valeurs 
cntieres de r, et 5 . Cela suit do la nature des formules (^'), ( Y) 
et (Z'), qui sont lin6aircs relativement aux quantiles dependantes 
de la force perturbatrice. 

Enfin , on aura les perturbations de , produites par Taction 
de m ; en changeant dans les formules pr^cedentes ^ n^hy 1^ 

'9y Py q m yGa a\ n'y A', Vy ij ^ar', p\ q' et w, et rtJciproque- 
ment 
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CHAPITRE VI L 

Des inSgalHes seculaires des mouvemens celestes. 

55. L ES forces perturbatrices da wiouvement elliptique intro- 

du 

duisent dans les expressions de r ^ ^ ^ > du chapitre precedent , to 

temps t y hors des signes sinus et cosinus , ou sous la forme d’arcs 
de cercle qui en croissant ind^finiment, doivent a la longue, rendre 
ces expressions fautives; il estdonc essentiel de faire disparoitre ces 
arcs , et d’avoir les fonctions qui les produisent par leur develop- 
pement en s^rie. Nous ayons donne pour cet objet , dans le Clia- 
pitre V , une m6thode gen6rale de laquelle il resulte que ces arcs 
naissent des variations du mouvement elliptique , qui sont alors 
fonctions du temps. Ces variations s’ex^cutant avec une grande 
leriteur , elles ont etc d^sign^es sous le nom d^in^galites sdculaires, 
Leur tli^orie est un des points les plus int^ressans du systeme 
(lu monde : nous allonsla presenter ici, avec Tetendue qu’exige 
son importance. 

On a par le Chapitre precedent , 

— A, sin. (nt-\'i) — /.cos. (nt ^\^^) — &c. 

j-t-— . {/. C+/'.J9} .n/.sin. f 


^ = /i+an^.sin. ("n/+0 + 2 t^/.cos. /+0+ 

— w! m {/. C+/'Z^} .?i*/.sin. ( nt+i) 

+m\ (A. C-f A'jO) .7z*/.cos. (nt+t) + m'T s 
: y.sin.('n /-hO — /?-co8. (nt+t)+ &c. 

— ^,a*a,(p' — p) .B^'\nt,sin.(nt+i) 

4 

— — q).B^'Knt* cos.^nt + 
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Sy X <6taiit des fonctions peiiodiques du temps t Consid^rons 
dv 

d’abord rexpressiou de ~ , et coinparons-la i I’expression de y clu 

n®. 45. L’arbitraire n multipliant Tare t , sous les signes p^riodi- 

dv 

ques, dans I’expression de — ; on doitalors Coire usage des Equa- 
tions suivantes, trouvEes dans Ic n®. 43, 

a.Z; 

&c. 

Voyons ce que deviennentici, X, Jf', &c. r en comparant 

dv , 

Texpression de a celle de du n°. citE, on ti'ouve 


X^n-\-2nh^sin,(nt’\-*)^anLcos.(nt+^)-\-ni\T ^ 

Y = [h .C+A'D) . cos. (Z.C4*/'. D) .sin.^' nt-Y% ), 

Si Ton neglige le produit des diffErences partielles des constantes , 
par les masses perturbatrices , ce qoi est permis , puisque ces diffe- 
rences sont de Tordre de ces masses ; on aura par le n®. 45, 


X {1 + 2/Ksin. (nt+^)-\•2^:cos,(nt+^)] 

4*2 (/^.cos. (nt+i) — /.sin. (nt-\- i)} 

}dh\ . , ^ /dl\ 

+ 27Z.( — j.sm.(^n/+«^ + anl — J.cos, (nt+t) ^ 

J5r'.= a7X.^^^.{A,cos.(^n/+ej — l.8in.(nt+t)]. 


rEquation , o = JC' + JT, deviendra ainsi , 

/dn\ 

o=;( ~ j. {\+ 2 h. 8 m.(nt+i) + 2 Lzo 8 ,(nt+i)} 

/dh\ /dl\ 

+ ).sin,(nt+t) + 2 n*lj‘^ j.co3.(nt^i) 

+ 2n, jfl. + • COS. (nt + i) — /.siii.(^n/-f 0} 

—m'. n* (A. C+A'. D] . co3.(nt jri ) \rm\ n*. { /. C+/'. D } . sin.("«/ f 0* 
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En ^galant sc^par^raent, a z6ro, les coelHciena des sinus et des 
cosinus semblables , on aura 



{/.C-f/'.JD}; 
. {A.C+A'Z?} 


Si I’on integre ces (Equations , et si dans leurs integral es , on 
change S en on aura par le n®. 43, les valeurs des arbilraires , en 
fonctions dc ct Ton pourra efFacer les arcs de cercle, des exprcs- 
di/ 

sions de ~ ct de r; mais au lieu de ce changement , on peut tout de 

suite changer d en ^ , dans ces equations diflerentielles. La premiere 
de CCS (Equations, nous montre que n est constant , et comme I’arbi- 
trairc a, de Texpression do r, en depend, en vertu de requation 




i 



a est parcillement constant. Les deux autres Equations ne 


sufiisent pas pour determiner A , / , f. On aura une nouvelle equa- 
tion , en observant que I’expression de ^ , donne en Tintegrant , 

fndt ^ pour la valeur de la longitude moyenne de m ,* or nous 
avons suppose cette longitude egale a + « ; on a done tz^ + 1 = Jndiy 
ce qui donne 


dn de 


= o; 


d/I de A . • 1 T 

ctcommeoila~ = o ; on aura pareillement j;=o. Amsi les deux 


dt 


arbilraires n et « sont constantes y les arbitraires hei I serbnt par 
consequent determinees au moyen des equations diJBferentielles , 


dh 

dt 


(i) 


dt 


^.{h.C^N.D) y (a) 


La consideration de Texpression de — nous ayant sufB pour de- 


terminer 



PREMIERE PARTIE, LIVRE II. 289 
tennmer les valeurs tie a , A , / ct 1 ; on voit d priori , que 
les Equations diff(6rentielles entre les memes quantiles , qui rt^sul- 
tent de I’expression tie r , doivent coincider avec les prec^dentes, 
C’est ce dont ii est facile de s’assurer d posteriori , en appliquant a 
celte expression , la m^thode du n®. 43 . 

Considerons maintenant I’expression de s. En la coinparant a 
celle de y du n®. cite ; on aura 

— p * cos. ( n in' 

Y:=.—-.a^a.D^'\(p — p'^.sin. (ntd-^) 

4 

+ — q ) .cos. 

11 et 8 etant constans , par ce qui precede \ on aura par le n®. 43 , 

X' — ('ni+0 — ^^^-COS. (nt+i) 

X"=o. 

L’cquation o = X'+9.JC* — Y, tlevient aiiisi, 

— .Ii^'K(p — jp9*sin. (nt+t) 

4 

— .B^'K(q — ^r'^.cos. (nt^n) ; 

4 

d’ou I’on tire , en comparant les coefficiens des sinus et des cosinus 
semblables , et en cliangeant 9 en pour avoir direcLemerit p ct ^ 
en fonctions de ^ , 

±=-!!^.a'a.B^'K(q-q'); ( 5 ) 

( 4 ) 

Lorsque Ton aura d(^terniin6p et^ par ces Equations; on les subs- 
tituera dans I’expression pr^cedenle de s , en effagant les tenues 
qui contiennent des arCvS de cercle, et Ton aura 

.5 = ^r.sin. (nt+i) — p.cos, (nt 4 r^) + ^' • X- 
MiiCAw. cl:l. 7dmc 1. O o 
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54 . L’equalion j = o, que nous venons de trouver , est d’une 


dt 


grande importance dans la tWorie du systeme du monde, en ce 
qu’dlc nous niontre que les moyens mouvemens des corps cdestes , 
et les grands axes de leurs orbites , sont inalterables ; mais cette 
(Equation n’est approcli6e que jusqu’aux quantiles de Tordre m! Ji , 
inclusivement. Si les quantiles de Tordre m'.A* et des ordres sui- 

vans, produisoient dans un terme de la forme k etant 

une fonclion des demens des orbites de m et de rri; il en r^sulteroit 
dans I’cxpression de Ic terme ^f,qui en alterant la longitude 
cic m , proportionnellement au quarre du temps , deviendroit a la 


longue , extremement sensible. On n’auroit plus alors , — = o j 
mais au lieu de ceLte dqualion, on auroit par le n®. precedent , 
- = 2 X' ; il est done tres-importanl de savoir s’il existe dans I’ex- 


pression dc Py des termes de la forme l\t\ Nous allons d6mon- 
Irer que si Ton n’a egard qu’a la premiere puissance des masses 
pcrlurbatriccs, quclque loin que Ton porte d’ailleurs , les approxi- 
mations , rclalivcment aux puissances des excentricites et des 
inclinaisons des orbites j I’expression de u ne renfermera point de 
termes scmblablcs. 

llcprenons pour cela , la Ibrmule (X) du n^ 46 , 


a . cm,p»fn(U . r sin.i^. 1 2./dii[+r. |— o. sin.t; .fndt, rcos.i^. 1 2./diJ +r.^- 


/xY 1- 


Consid^rons la partie de cTr, qui renferme des termes multiplies 
par t% ou pour plus de gen^ralite , considerons les termes qui 
etant multiplies par le sinus ou par le cosinus d’un angle dt~\-Cy 
dans Icquel a est tres-pelit, ont en merae temps pour divi- 
seur. T1 est clair qu’en supposant «fc = o, ilenr^sulteraun terme 
innltipli^ par en sorte que ce second cas renferme le premier. 
Les termes qui ont pour diviseur , ne peuvent evidemment 
ibsulter que d’une doable integration 3 ils ne peuvent done elre 
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produits que par la partie de /r, qui renferme le double signe 
integral / Examinoiis d’abord le terme 

aa.cos. v.Jndt,(r.sm.v.fd R) 

^ . y/ 1 — e‘ 


Si Ton fixe I’origine de Tangle , au perih 61 ie 5 on a dans Torbite 
elliplique, par le n°. 20, 

I 4“fi*cos. ’ 


el par consequent , 


cos. p - 


a.(i — €*) — r 


d’oii Ton tire en differentiant, 

r*d u • sm. p =. »dr ; 


mais on a par le n*. 19, 

r'^.dp = dt* 1/ — e*) =^a'*ndt% \/ 1 — e' ; 
on aura done 


an dt.r. sin. V rdr 
»/ 1— e* ® 

_ aa.co8.v./nrff. fr.sin. v.^dR\ . • . • ■ 

Le terme — , devicndra ainsi , 

“-^./Crdr./dJU, oa — .{r‘./dij-/r‘.d/?}. 

ft.e ft.e ^ 

II est visible que celte derniere fonclion ne renfermant plus de 
doubles integrales , il ne pent en resulter aucun terme qui ait a* 
pour diviseur. 

Considerons presentement le terme 

aa. sin. v.fndt. { r . cos. v ♦/dK} . 
ft , \/ i — e* 

de Texpression de S^r. En substituant pour cos. p , sa valeur pre- 
c^dente en r , ce terme devient 

a. sin. v.fndt. {r — a.( i — .fdR 


ft e . 1 — e‘ 


0(1 ‘.i 
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On a par Ic n®. 22 , 

r = a. {i+^e<^+e.x'} , 

x' ctant unc suite infinie de cosinus de Tangle nt+t ^ ei de se» 
multiples * on aura done 

— . (r — a( 1 — <?V} •/cll{= a.fndt, {\e-\-x!] ./di?. 
Nominons x!' Tintegrale fx!^dt ; on aura 

a.fndt. [le + x!) JdR== l.ae.f?idt.fdR-^ax'\fdR--‘a.fx"-<iR' 


Ces deux derhiers termes ne renfermant point le double signe 
integral , il ne pent en resnlter aucun terme qui ait ot“ pour divi- 
seur j en n’ayant done egard qu’aux termes de ce genre, on aura 


9M. sin, V .fndt. {r.cos.e./d/t} 
1— 


3a^e.sin.v.Jhdt.fdR dr 



—.fndt.fdR; 

H - 


et Ic rayon r deviendra 

(r) et ^ ^7) expressions de r ct de , relatives au 

jnou vement elliptique. Ainsl , pour avoir t!gard dans Texpression 
du rayon vectcur , a la partic des perturbations , qui est divisee 
par ct%* il suffit d’augraenter de la quantile 5 a.f ndt.f di? , la lon- 
gitude moyenne s , de cette expression relative au mouvenient 
elliptique. 

Voyons comment on doit avoir t^gard a cette partle des pertur- 
bations, dans Texpression de la longitude v. La formule (T") du 

n”. 46 , donne en y substituant ~ ,-^^,fndt,fdR^ au lieu de 

el cn iTuyant egard qu’aux termes di vises par a“, 


( *2.rd dr | 

\ a'^n^dl* “1" t I 


. — ./ ndt.fdR ; 



r^d p = a^n dt^V 1— e* / 
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d’ou il cst facile de conclure , en substituant pour cos. p , sa yaleur 
prec^dente en r, 


titddr^^dr^ 

-J- X - 

a'^n^dt* du 



en n’ayant done egard qu’a la parlic dcs perlurbalions , qui a pour 
diviseur la longitude p deviendra 

(p) ei etant les parties de p et de relatives au niou- 

vement elliptique. Ain si , pour avoir 6gard a cette partie dcs per- 
turbations , dans Fexpression de la longitude de m , on doit suivre 
la nieme regie que nous venons dc donner pour y avoir egard 
dans Fexpressioti du rayon vecteur ; c’esl-a-dire, qiFil faut aug*- 
nienter dans Fexpression elliptique de la longitude vraie, la lon- 

gitude moyenne nt+iy de la quantite — *fndt,fAR, 

La partie constante de Fexpression de ^ , d^veloppcc cn 

scrie de cosinus de Fangle et de scs multiples , screduisant 

a Funite, comme on Fa vu dans le n^. 22 j il cn resulte, dans 

3a 

Fexpression de la longitude , le terme — .f 7 idt .fdR. Si dit reii- 

fermoit un terme constant km\ndt ; ce terme produiroit dans 

Fexpression de la longitude p , le suivant | . — — . kri^ L’existence 

de semblables termes dans cette expression , sc rdduit done a voir 
si d /? renfermc un terme constant. 

Lorsque les orbites sont peu excentriques et peu inclim^es les 
unes aux autres ; on a vu, n®. 48 , que R peut toujours sc reduire 
dans une suite inlinie dc sinus et de cosinus d’angles croissaiis 
proportionnellement au temps t On peut les representer gent!;- 
ralement , par le terme 7^1 + in y j et i' elant dcs 

nombres en tiers positifs ou negalifs , ou zero. La diflerentielle dc 
ce terme 5 prise uniquement par rapport au moyen mou vement 
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de m , est — ih ^ m\ ndt* sin. {ir^t + int + \ c’est la partle 

de di?, relative a ce terme : elle ne pent pas etre constante, a 
moins que Ton ait o = iV-f-i^ ; ce qui suppose les moyens mou- 
vemens des corps m et/w', commensurables entre eux* et commo 
ccJa n’a point lieu dans le sysleme solaire , on doit en conclure 
que la valeur de di? ne renferme point de termes constaiis , et 
qu’ainsi , en ne consid6rant que la premiere puissance des masses 
perturbatrices , les moyens mouvemens des corps celestes, sont 

dn 

uniformcs, ou ce qui revient au mSme, ^ = valeur de a 
6tant lice a celle de n, au moyen de Tequation = — / il en resulte 

que si Ton neglige les quantiles periodiques, les grands axes des 
orbites sont constans. 

Si les moyens mouvemens des corps m et w', sans etre exacte- 
ment commensurables , approchent cependant beaucoup de Fetre ; 
il existcra dans la tWorie deleurs mouvemens, des in^galites d’une 
longue p6riodo , et qui pourront devenir fort sensibles , a raison 
dc la pctitesse du diviseur ct*. Nous verrons dans la suite , que ce 
cas est celui dc Jupiter et de Sat urn e. L’analyse pr6cedente donneia 
d’uiie inaniere fort simple , la parlie des perturbations qui depend 
de ce diviseur. II en resulte qu’il suflit alors de faire varier la 

Za 

longitude moycmie oujndty delaquantit6 —.fndt.fAR^ 

ce qui revient a faire croitre 7^, dans rintegralc , de la quan- 
^ 3 <z n 

til6 ; or en considcrant Forbite de m , comme une ellipse 

variable , on a ; la variation prec^dente de w, introduit 

done dans le demi-grand axe a de Forbite , la variation — 


Si Fon porte dans la valeur de — ,1a precision jusqu’auxquan- 


tit^s de Fordre des quarres des masses perturbatrices , on trou- 
vera des termes proportionnels au temps; mais en considcrant 
avec attention , les equations different idles du mouvement des 
corps m , m\ &c. , on s’assurera facilement que ces termes sont 
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en meme temps , de Tordre des quarres et des produits des excen- 
tricit^s et des inclinaisons des orbites. Cependant , comme tout ce 
qui afFecte le moyen mouvement , pent a la longue , devenir fort 
sensible j nous aurons dans la suite, cgard a ces termes, et nous 
verrons qu’ils produisent les Equations seculaires observees dans 
le mouvement de la lune. 

55. Reprenons maintenant les equations ( 1 ) et ( 2 ) dun®. 65, 
et supposons 


( 0 , 1 )-- 

clles deviendront, 


Til .n.C 


, m .71. D 

[o^] = 




dh 
dt 

j = -Co,i).h + \—A .h'. 


Les expressions de (o^\) et de peuvent etre delermim^es 

fort simplement , de cette maniere. En substituant , au lieu de C 
et de Z>, leurs valeurs determin^es dans le n^. 5o, on aura 

On a par le n®. 4 q , 

^ ^ (0) (0) 


(o) 

dh, 


ddb, 


on obtlendra facilement, par le meme n®. , — — et cn Tone- 

Cl OSt ClOl 

(o) (0 

tions de et de b, ; et ces quantiles sont donnees en foncllons 

a a 

(o) (1) 

Ibieaires^e b , et de 6 on trouvera, cela pos6, 


3-4“. ^ 




“ A da A ) a.O— ' 



partanl 


M E C A N 1 Q U E C E L E S T E, 


(^0,1; = 


^ r 

Zm .n.oL^.h ^ 

“ * 

4-r— “‘z ' 


Soil 

t 

aaa'.cos.d+a*) ^ = (a^o! )-\'(a^a )\co^Aj^(aya! f 
on aura par le n®. 49, 


(o) (l) 

(a^a)=^~a\b ^ ; (a^dy^ol^h See., 


on aura clone 




Zm .na^a .(a^a )' 
4.fo'*— a*/ 


on a ensuite , par le n°. 49 , 

. 1 fddA^'‘^\ ^ (■) rfi? ddb?} 

a*, -j— — ja’.l— r— )=— a. <6, — a. i ,. i_/ 

\da ) ^ \da-) )i 77 —* '77^) 


(0 


en 8ubi>iituant au lieu de bj^ et de ses differences , leurs valours 

(O) (1) * p . 1 , , . 

cii b ^ ei b , , oil trouvci’a la foiictioii pr^cedenlc egale a 


parlunt 




r (0 (0) 'i 

3 06 . *1^ (' I 4* • "f f i j' 

r f*) (0) ^ 

” 2.(1 — ^ 


oil 


^ Zm' .an, a'^).(a,a aa' .(^a, a' 


on aura done ainsi des expressions fort simples de ("o,i^ et de [»> 

(o) 

et il est facile de se convaincre par les valeurs en series , de ^ 

T 

(i) 

et de b ^ , , donnees dans le n“. 49 , c]ue ces expressions sont posi- 

a 

tives , si n est positif , et negatives , si n est nt^gatif. 

Nominons (0^2) et [«[»], ce que deviennent (0,1) et [^], 

lorsque 
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lorsque Ton y change a' et m' dans a" et m'^, Nommons pareillement 
{o,5J et fo, 0 , ce que deviennent ces memes quantites, lorsqiie 
roil y change a et en a'" et m'"; et ainsi de suite. Designons de 
plus , par r ; 1i’\ r' ; &c. Ics valeurs de A et de /, relatives 
aux corps m\ m‘% &c. ; on aura , en vertu des actions reunies de<? 
differens corps m\ m \ m’\ &c. , sur m , 


^r={("o,i^-f-("o,2^4‘('o,3^-4-&c.} [o^]./' — [o. a l.r — &C,; 

dl 

-m — — ^ ) -4” {^ 0;2 ) -4" Oj3 ) -j- &c. •h-^ ' ^ *1 4" 


II cst clair que 


dK dl dh" dl" 
dt ^ dt ^ dt ^ dt 


; &c. , seront determines par 


dh dl , 

des expressions semblables a cclles de et de — , et qu’il est facile 

de conclure de celles-ci, en y changeant successivement , ce qni 
est relatif a dans ce qui a rapport a /n', m \ See. , et reciproque- 
nient. Soient done 


Ci,o),UIBi [ill] &C-, 

ce que deviennent 

GHj] / &c. , 

lorsque Ton y cliangc ce qui est relatif a m , dans cc qui cst relatif 
a m'y et reciproquement 3 soient encore , 

{■ 2 ,Oj, [r^] ,• [rrT] &c. , 

ce que deviennent 

(" 0 , 2 ;, [^] ; [£7T] ; &c., 

lorsque Ton y change ce qui est relatif a m, dans ce qui est relatif 
a m", et reciproquement ; et ainsi de suite. Les Equations diff 6 reii> 
tielles preeddentes rapport^es successivement aux corps /w, /n', 
m\ &c. , donneront pour determiner A , A', hl\ &c. , le 

systemc suivant d’equations, 

Mfc-CAN. CJ^L.. Tome 1, P P 



m6canique celeste, 


‘!!l 

dt' 

iL 

It'' 

dll 

Tt' 

ill' 

It' 
dh" 
dt ' 
dV 

17' 

^vC. 


29 ^ 

= { fo,! j + ro, 2 ;+ ro,3; + &c.} J'- J'- ET| . r- &c. 

=-{fo,i;+ro,2;+ro,3;+&c.).A+[o3.A'+[^.A''+[3.r+&c, 
={o,o;+ri,2;+ri,3j+&c.}j'-[r5]./-[r3].r-[ri].r-&c. 
=-{ri,oJ+fi,a; + ri,3|+&c.}J/+[ro].H[ia.A''+G3.r+&e 
={r2,o;+r2,o+r2,3j+&cjj'-[.To]./-[3./'-[in].r-&c. 
=~ {^ 2 , 0 ; + fa,!; + ('2,3 ;+&c.} j,''+E3 . A+E]. A'+E). r+&c. 

Les quantitiis ( 0 , 1 ) ct ("ijOj, [E] ct [i7«], ont entre elles des 
rapports rcmarquables qui peuvcnt en facililer Ic calcul , et qui 
nous scront utiles dans la suite. On a par ce qui precede, 

.na^ .a' .(a,d)' 
(-o,rj= - - — --- 

Si (Ians celle expression de (o,i)^ on change w'enm, ;z en n\ 
a on a\ ct reciproquement j on aura I’expression cle (i,o)y qui 
sera par consequent, 

Zm.na^.a.(d,a)' 

inais on a C a, a'/ = ( a\a /, puisque Tunc et Fautre de ces quantiles 

multe du devcloppcmcnt dc lafonclion fa®— 2 Q!a'.cos. 0 +a'“^ ® 
(hins une sc^rie ordonin^c suivant les cosinus de Faiigle et de ses 
multiples j on aura done 

foji 

or on a , cn n^gligcant les masses m , m\ &c. , vis^a-vis de i/, 

M 




> 




partant 


fo, 1 = 
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<fquation d’ou Ton lirera fiicilement ( i,o^, lorsque ("o, i ) seta deter- 
mine. On trpuvera de la meme maniere , 

r~« ] . m. \/a = \J7o ] . m\ y/a'. 

Ces deux Equations subsisleroient encore dans Ic cas ou yz et n 
auroient des signes contraires ; c’est-a-dire , si les deux corps m 
et m cireuloient en differens sens ; mais alors , il faudroit donner 
le signe de « , au radical et le signe de au radical 
Des deux equations pr^c6dentes , resultent 6videmment celles-ci , 

.wP ; r~1 « rn . \fa = » rn ' . \/h''i &:c. 

\/^ » w!,\/li=^ . m' . \/~a'' i &c. 

56. Maintenant, pour integrer les Equations {A) du n®. pre^- 
cedent , nous ferons 

h —N (gt-\‘C) ; / = i\r.cos.('g*^+^J ; 

• I — N' .cos. (gt’\-C) ; 

&c. 

en substituant ccs valeurs dans les Equations (A) ^ on aura 

i\r { ro,i;+ + &c. } . ~ [^] . iv^'-rii] . 

N'g^{(2p).[.(2,i) + ikc.].N''-[^].N-- 
&c. 

Si I’on suppose le nombre des corps m , m', m\ &c. , ^gal a i ; ces 
Equations seront au nombre /, et en 61iminant les constantes N, 
&c. , on aura une Equation finale eng*, du degr6 iy que Ton 
obtiendra facilement de cette maniere. 

Nommons <p la fonction 

N*.m. {g* — (Oyi)-^ (^ 0 , 2 ^ — &c.} 

|/a'. (g- — ^1,0^ — — 8 jc.} 

•4" &c. 

&c.} 

+ 2N'.m'. v/a'. &c.} 

+ 2 iVr\ m". { Ell • } 

+ &c. 

Pp 2 
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Lcs equations (jff) sc r^duisent en vertu des relations donnecs 
dans le n®. pr^c^dent , a celles-cr , 

(s)=- (^)=«^ 

on considerant done iV, N\ &c. , comme autant de variables y 
^ sera un maximum, De plus , ^ etant une fonction homogene do 
ees variables , de la second® dimension; on a 

on a done (p = o , en vertu des equations preeddentes. 

Presell tement, on peut determiner ainsi le maximum dc la fonc- 
tion p. On difTercntiera d’abord cette fonction, relativement a iV*, 
et Ton substituera dans p , au lieu de iV", sa valeur tiree de Fcqua- 
(M\ 

tion ( ^ j = o , valeur qui sera une fonction lineaire des quanti- 
les N\ N'\ &c. : on aura de cette maniere une fonction ratio n- 
nelle, enlierc et liomogene, dc la secondc dimension , en N\ N'\ &c. : 
soil cette fonction. On diff^rentiera (p^'^ relativement a N\ 
ct Ton substituera dans au lieu de N\ sa valeur tiree de 

requation t = o : on aura une fonction homogene et de la 

seconde dimension , en iV", &c. : soil cette fonction. En 
continuant ainsi 5 on parviendra a une fonction de lascconde 
dimension, en et qui sera par consequent, de la forme 

,k ; k etant une fonction de g et de constantes. Si Ton 
egale a zero , la diirerenticlle de prise par rapport a 
on aura ^ = Oj ce qui donnera une equation eiig- du degre i, ct 
dont ]cs di verses racines donneront autant de sy sterner differens 
pour les indeterminees iST, iV', N'^ y &c. : I’indeterminee 
sera farbitraire de chaque systeme , et J’on aura sur-le-cliainp , le 
rapport des au Ires indeterminees iV, N'y &c., du meme systeme,. 
ii cclle-ci, au moyen des equations precedentes, prises dans un 
ordve inverse , savoir, 
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Soient g*, , &c. , les i raoines de reqiiation en g: soit iV, N\ 

&c . 5 le systerae des inde terming, relatif a la racine g : soit 
iV^', iVT", &c. , le systeme des iiideterrninees , relatif a la racine g , , 
et ainsi de suite r on aura par la theorie connue des Equations difl‘c-» 
rentielles lineaires, 

/i=:iV .m\.(gt + C) + N, •sin.Cg,t+CJ + ]}f^ 

A' ~ N'.sin. (gt~\rC) + N/ .sin, (g,t^CJ-\> NJ • sin. -1- &c. ; 

h"~N\ sin.f'gi + 0 + iV,". sin. (g.t^CJ-^ i\r/^ sin. (g^t + CJ + &c. ; 

&C. y 

&c., etant des constatiles arbitraires. En changeant dans 
ces valeurs de h, h\ Ji‘y &c. , les sinus en cosiniis; on aui*a les 
Yaleurs de /, 1'^ &c. Ces diffe rentes valeurs ren ferment deux fols 

autaiiL d’arbitraires , qu’il y a de racines g, gi > ga > ; car cliaquo 
systeme d’indeterminees renfermc une arbitraire , cl de plus, il 
y a i arbitraires &c. ; ces valeurs sont par consequent ^ 

les intdgrules completes des «^quations (^) du n°. precedent. . 

II ne Skagit plus maintenant, que de determiner les constanles A, 
JV, , &c.; N\ N/y &c.; C, C, , &c. Les observations ne donnenl point 
imniediatement ces constantes ; mais el les font connoitre a une 
epoque donnee , les excentricites e y &c. , des orbites , et les 
longitudes -ar, 'w', &c.,de leurs perihelies, et par consequent, les 
valeurs de 7i , h' y &c., /, &c. : on cn tirera ainsi les valeurs 

des constantes prec(^dentes. Pour cela , nous observerons que si 
Ton multiplic la premiere, la troisienie , la cliiquieme, &c. , des 
equations differentielles (^) du n”. precedent, respectivement 
pariV. m. \/ayN\ rn . v/a',&c.; on aura en vcrlu des Equations 
et des relations trouvees dans le n°. precedent, enlre (" 0,1 J el ("i ,o^ , 
( 0 , 2 ) et 0i,o), &c., 

iTa' + v/^"+ &c, 

= g.{N.Lm. \ra-\- N'.l'. m'. r.m". v/^"+ &c. } . 

Si Ton substitue dans cette Equation; au lieu de A, A', &c. , 
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Icurs valeurs pr^ct^dentes ; on aura, en comparant les coefficicns 
des memes cosinus, 

&c. 

Cela pos6 , si Ton mulliplie les valeurs precddentes de h\ &c., 
respeclivement par N .in- &c. ^ on aura en vertii 

de ces dernieres (Equations , 

N-mh- +N" - v/S"+ &c, 

= .m ^ -sm, (gt+C), 

On aura pareilleinen t , 

= { iV" • w • \/^ j/a ' + N'""" ' m" - \/1l’ + &c. } . cos. ^ ). 

En fixani I’origine du temps f, arei)oque pour laquelleles valeurs 
dc /it, /, h\ &c. , sont supposees connuesj les deux equations 
pr^cedentes donnent 

iV./z 777 .1/^4* N'.^'zn &c. 

tan O’. C r= — — 

® a + N'J'jn a + N" J'm" .\/^a" 

Cclte expression de tang.C ne renferme point d^ind6terminee ; car 
quoique les constantes iV, N'y N'\ &c., dependent de Tindeter^ 
niin6e cependant , comme leurs rapports a cette ind(5termi- 

ii^e sont connus par ce qui precede , elle disparoit de Texpression 
dc tang.^. Ayant ainsi dt^termine C , on aura au moyen de 

Tune des deux equations qui donnent tang, et Ton en conclura 
lesysteme des indeterminees iNT, iV ', N'\ &c. , relatif a la racine^. 
En cliangeant dans les expressions precedentes , cetle racine suc- 
cessivement en , ga, &c. , on aura les valeurs des arbitraires 
relatives a cliacune de ces racines. 

Si Ton substitue ces valeurs dans les expressions de h, /, 4', /', &c, ; 
ou en Urera les valeurs des excentricites e , e\ &c. des orbites , 
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ct des longitudes &c., de leurs perih^lies, au moyendes 
equations 

e*=4*+/* • &a 

lang.^=j ; tang.ir =y y &c. 

on aura ainsi , 


= JV*+iV,"+-^«'‘+ &c. +2A^i\r,.cos.{('^,— 

+2i\riV..co3.{('g'.— f} +-2N,N,.cos.{(g,—g,).t+e,—e,} + he. 

Cette quantity est constanimentplus petite que ( N■{‘N^^\-N^-{^kc.)\ 
lorsque les racines g, , &c. , sont toutes r^elles et inegales , eu 
prenant positivement les quantiles N, , &c. On aura parcille- 
ment, 

^ ^ -gin- + sin. (g,t Cj + &c. ^ 

iV. cos, fg t -{- iV, . cos. fg,t + C,; + JVj . cos. (gj + S J + &c. ’ 

d’ou il est facile dc conclure , 


_ iV, .sin. g.-g) +Na .sin. ( fe- gj.e+ga-g } + kc, 

N -j-iv, . cos. ( (gr“g ) . /-f g,— g } -{-iVa . cos. ( fga— gj . J-f*ga — g } -j-Rc. 


Lorsque lasomme iV‘, + iV‘^+&c., des cocfficiens des cosinus de 
cc denominateur, pris tons positivement, est moindre que 
tang. ( -ar — — gy nc pent jamais devenir inlini ; Tangle 'n — gt — C 
ne peut done jamais alors atteindre le quart de la circonference ; cn 
sortc que le vrai moyen mouvement du pt^rihclie est dans ce cas , 
egal a gt. 

5y. Il suitde ce quipr6ckle, que les excentricites des orLltcs 
et les positions de leurs grands axes , sont assujdties a des varia- 
tions considerables , qui changent a la longue , la nature de ces 
orbites , et dont les p^riodes d^pendantes des racines g^ g*. , g^, &c. , 
embrassent relativement aux planetes , un grand nombre de sli- 
des. On peut ainsi consid^rer les excentricto , comme des cllip- 
licites variables , et les mouvemens des perihdies , comme n’(^tant 
pas uniformes, Ces variations sont tres-sensibles dans les satellites 
de Jupiter, et nous verrons dans la suite, qu’elles expliquent les 
inegalites singulieres observ^es dans le mouvement du troisierae 
satellite. Mois }cs variations des excentricit^s ont-elles des limiles, 
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et les orbit es sont-elles constamment peu diff^renles du cercle? 
C’cst CO qu’il importe d’examiner. Nous venous de voir , que si 
les racines de T^quaiion en g sont toiiles reelles et in^gales , Tex- 
centricite e de I’orbile de /tj, esttoujours moindre que la somnie 
iV-f iV", 4--^*+ &c. , des cqefficiens des sinus de Texpression de 
pris positivement ; et’ comme ces coefficiens sont supposes fort 
pctits, la valeur de e sera toujours peu considerable. En n’ayant 
done ^gard qu’aux variations seculaires, on voit que les orbites 
des corps tti, m', m \ &c. , neferont que s’applatir plus ou moins, 
en s’eloignant pen de la forme circulaire ; mais les positions de 
leurs grands axes 6prouveront des variations considerables. Cos 
axes seront constamment de la meme grandeur, et les moyens 
niouvemens qui en dependent, seront toujours uniformes, comrne 
on I’a vu dans le n®. 54. Les resultats pr6c6dens , fond6s sur le pen 
d’excentricite des orbites, subsisteront sans cesse, et pourront 
s’^tendre a tons les siecles passes et a venir ; en sorte que Ton pent 
alors affirmer que dans aucun temps, les orbites des planeles et des. 
satellites n’ont 6te et ne seront considerablement excentriques , du 
moins, si Ton n’a (5gard qu’a leur action mutuelle. Mais il n’en 
seroit pas de in^me, si quelques-unes des racines gy giygay &c. , 
6toient egales ou imaginaires : les sinus et les cosinus des expi es- 
sions de h, /, &c. , correspondans a ces racines, se chan* 

geroient alors en arcs de cercle ou en exponentielles , et conuiie 
ces quantitc^s croissent ind^finiment avec le temps, les orbites fini- 
roient a la longue , par etre fort excentriques ; la stabilite du 
sysleme plan6taire seroit alors d^truite , et les resultats que nous 
avons trouv^s , cesseroient d’avoir lieu, II est done tres-interes* 
sant de s’assurer que les racines > sonttoutes reelles 

et in^gales. C’est ce que Ton peut d^montrer d’une maniere fort 
simple, pour le casde la nature, dans lequel les corps m'y nv\ &c., 
du systeme , circulent tons dans le meme sens. 

Reprenons les Equations {/i) du n^. 55. Si I’on multiplie la pre- 
miere par m. ^ la seconde , par m. \/hA^ la troisieme , par 

m'. i la quatrieme , par m! . \/liW ; &c,, et qu’ensuite on les 

ttjoute ensemble ; les coefficiens de h’Vy h"r\ &c. , seront nuls 
dans cette somme \ le coefficient de sera \/ a 
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1 . v/a', etil sera nul, en vertu de rcquation [^] . m, \/li 

= [ i\ o \ . m\ ^/a', trouv6e dans le h®. 65. Les coefficiens de h''l — hi \ 
li’V — h!V\ &c. , seront nuls par la meme raison; la somme des 
Equations ainsi pr6parces , sc r^duira done a I’^quatiori 

suivante : 


fhdh-^ldl 


j.m .{/a + &c. =o ; 


et par consequent a celle-ci , 

o==: ede.m^ e'de , 171 ^ [/la' + &c. 

En integrant cette Equation , et en observant que par le n®i 54 , les 
demi grands axes a , a\ &c. , sont constans ; on aura 


constante; (u) 

Maintenant , les corps m , m\ rr/'y &c. j dtant supposes circuler dans 
le m^me sens , les radicaux ^/a , > doivent 6tre pris 

positiveraent dans I’equation pr6c6dente , comme on Fa vu dans lo 
n®. 55 ; tous les termes du premier membre de cette Equation sont 
done positifs , et par consequent , chacun dVux est moindre que 
la constante du second membre ; or en supposant a une 6poquc 
quelconque , les excentricit^s tres-petites , cette constante sera fort 
petite ; cliacun des termes de I’^quation restera done toujours fort 
petit, et ne pourra pas croitre infl^finiment ; les orbites seront tou- 
jours a fort peu pres circulaires. 

Le cas que nous venons d’examiner, est celui des planetes 
et des satellites du systeme solaire ; puisque tous ces corps 
circulent dans le meme sens , et qu’a I’^poque ou nous sommes , 
leurs orbites sont peu excentriques. Pour ne laisser aucun doute 
sur ce r^sultat important, nous observerons que si Tequation 
qui determine g, renferinoit des racines imaginaires, quelques- 
uris des sinus et des cosinus des expressions de A , / , A' , 
I ' , &c. , se changeroient en exponentielles ; ainsi Fexpression 
de A contiendroit un nombre fini de lerraes de la forme 


ft 

P.c , c 6tant le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
Funite, et P ^tant une quantity r^elle, puisque A ou e.sin.'sr est 

une quantity rMle, Soient Q*c \ P'*c ^ Q\/\ P'\c , &c., les 
termes correspondans de /, A', h% &c. ; Q , P', Q', P'\ &c. , tHant 
MicAN. c^L. Tome /. Q q 
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encore des quantiles r(5clles : Texpression de e" renfermera le terme 

(P"+ . c^‘; I’expression dee" renfermera lelerine ( Q'*).c ^ ^ 

ft ainsi dc suites le premier merabre del’e^quation (u) renfermera 
(lone Ic terme 

[(P'-\-Q').m.[/a+(P'‘+Q'’).m'.[^S+(F'‘ + Q"').m".ira"+kc.).c'^‘. 

Si Ton suppose que c^soit la plus grande des exponentielles que 
conlicnnent h, l^h\ &c., e’est-a-dire celle dans laquelle/ est 

• • 

]c plus consid(irable ; c sera la plus grande des exponentielles que 

renfermera le premier membre de Tequalion precedente ; le terme 
pr( 5 cedcnt ne pourra done etre d(jlruit par aucuu autre terme de ce 
premier membre 3 ainsi pour que ce membre sc rMuise a une 

ift ^ ^ 

constantc , il faut que le coefficient de c soit nul , ce qui donne 

Lorsque p/a, \/^\ S &c. , ont le memo signe, ou, ce qui 
revient an memo, lorsque les corps m, m\ m", circulcnt dans le 
mcme sens , cette (Equation est impossible , a moins que Ton ne 
suppose P=o, Q==o, P'=o, &c. ; d’oii il suit que les quan- 
tiles h\ I'y &c. , ne renferment point d’exponenlielles , et 
qu’ainsi, I’^qualion en ^ ne contient point de racines imaginaires. 

Si ceite (Equation avoit des racines egales 5 les expressions de h , 

/, h\ l\ &c. , renfermeroient, comme Ton sait , des arcs de cercle, 
ct I’on auroit dans Vexpression dc un nonvbre fini de termes 
de la forme P , Soient P' ,i\ &c. , Icstermes corres- 

pondansde /, /i', &c. j P, Q, P', Q\ &c. , etant des quantiles 

reel les ; Ic premier membre de Fc^quation (u) renfermera le terme 

Si t est la plus haute puissance de que contiennent les valeurs 
de 4 , /i', l\ &c. ; F sera la plus haute puissance de f , renfermee 

dans le premier membre de l’(iquation {u ) ; ainsi pour quece membre 
puisse sc reduirc a uiic constantc , il faut que Fon ait 

cc qui donne P=:^o, Q^o, P'=o, Q'=o; &c. Les expressions 
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tie A, /, h\ I', &c. , lie renferment done ni exponenlielles‘, ni arcs 
de cercle , et par consequent, loulcs les racines de requation en 
sont reelles et inegales. 

Le systerae des orbites de m\ rri \ &c. , est done parfailenieiit 
stable relativenient a leurs cxcentricites ; ces orbites ne font qu’os- 
ciller autour d’un 6 tat rnoyen d’ellipticite , dont elles s’ecartent 
peu , en conservant les meines grands axes : leurs excentricites 
sont toujours assujelies a cette condition , savoir que la soninie de 
leurs quarres multiplies respectivement par les masses des corps, 
€t par les racines quarrees des grands axes , est constamment la 
meme. 

58 . Lorsque Ton aura determine par ce qui precede, les 
valeurs de e et de ; on les substituera dans tons les termes des 
dv 

expressions de r , ^ j donnecs dans les n”*. precedens , en effa- 

<^ant les termes qui renferment le temps ^ , hors des sigues sinus ct 

cosinus. La partie elHptique de ces expressions sera la m^me que 

dans le cas de I’orbite non troublee , avec la seule difft^rence que 

rexceutricit 6 et la position du perih^lie , seront variables ; mais 

les periodes de ces variations etant fort longues, a raison de la 

petitesse des masses m , m\ m\ &c. , relativenient a M ; on pourra 

supposer ces variations proportionnelles au temps , pendant un 

grand intervalle qui, pour les planetes, peut s’etendre aplusieurs 

si^cles , avant et apr^s Fepoque ou Ton fixe I’origine du temps. 

II est utile , pour les usages astronomiques , d’avoir sous cctle 

forme, les variations s^culaires des excentricites et des peri- 

holies des orbites : on peut facilement les conclure des formules 

precedentes. En effet , Tequation = h* + /*, donne ede = hdh + Idl; 

or en n’ayant ^gard qu^a Taction de m\ on a par le n®. 55 , 

dh ^ ^ , 

^^=('0,1;./— ,• 

dl 

— = — ; 

par taut 

ede 
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niak on a W— on aura done 

ilinsi , cn ayant egard a Taction r^ciproque des difF6rens corps m'y 
m\ kc., on aura 


de 

dt 

de 

dt 


= [3 . e' . sin. ( V— 'sr)+ [^1 , e " . sin. ( j -h &c. j 
= Gm • • sin . (^^nr') + . e' . sin. (" V'— >v!) 4 - &c. ; 


— [x,o] «(?,sin. — 0+ [^ »g^sm. &c. j 

&c. 

L’cqualion tang, 'sr = j , donne en la differentiant, 

— dl. 


Kn n’ayant (5gard qu’a Taction de w', et subslituant pour dh et dl^ 
lours valours , on aura 

:= ro, [hh'^ll']; 

00 qui donne 

^ = (- 0 , 1 ; — (o]]].l.cOS.fTir'— ; 

on aura done , en vertu des actions reciproques des corps m , 
m \ &c., 

_____ ^ 

('o, 1 ; + f 0 , 2>H &C. — [ 0 ^] . y . cos. ( 'Sr'— 1 ?; — [23 * ^ • COS. (V — — &C. ; 

+ [ro],-j.C03.C'g— •'gQ — [T7I],~.COS. ("'g'"— 'Cr'j — &c, 

('ll , 0 j 0 + &C. — [3] • ^ • COS.| 'g is') — [^] . 1 , COS. { g'— ns") — &c. 


- UV Utf ^ tt'lf UUf 

Si Ton mulUphe ces valeurs ®c., — , -jj-, &c., pur 

lo temps t; on aura les expressions difFerentielles des variations 
secultiires des exceiitricitcs et des perili^lies , et ces expressions 
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qui ne sont rigoureuses que lorsque t est infiniment petit, pour- 
ront cependant servir pendant un long intervalle , relativement 
aux planetes. Leur comparaison avec des observations precises 
et eloign^es entre elles , est le inoyen le plus exact de determiner 
les masses des planetes qui n’ont point de satellites. On a pour un 

temps quelconque t , Texcentricite e ^gale ^ 

e , ^ ^ , &c. , 6tant relatifs a Torigine du temps f , ou a IVqyoque. 

de 

La valeur pr^cedente de ~ donnera en la diff^rentiant , ct en 
observant que a, a', &c. , sont constans , les valeurs de ^ &c. ; 

on i^ourra done continuer aiissi loin que Von voudra , la sdrie 
precedente, et par le meme precede , la sdrie relative a ; mais 
relativement aux planetes , il suffira, dans la comparaison des ob- 
servations les plus anciennes qui nous soient parvenues , d’avoir 
egard au quarr^ du temps , dans les expressions cn series , de e , 
e'y &c. , &c. 

Considerons prison tement les equations relatives a la po- 
sition des orbites. Reprenons pour cela les equations (5) el (4) 
du n”. 53, 


€1(1 7Tl 7% g \ / V 


On a par le n°. 


ct*. y 


on a ensuite par le m^me n®. , 






(») 

Zm . n. a} b I 




on aura done 
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Lc second membre de cellc equation est ce que nous avons design^ 
par (o, 1 ) dans le n°. 55 ; on aura ainsi , 

~^^(0,\).(p—p') i 

De-la , il cst ais 6 de conclure que les valcurs Aeq ^ p ^ g\ p\ &c. , 
seronl deterrniuees par le sysleine suivant d’equations differcii- 
tielles , 

^~{(o,l)+Co,2■) + kc.).p—(o,^).p'—(o,2).p"-^kc. 

'^ = —{(o,l)-\-(o,2) + &.C.}.q+Co,l).q' + Co, 2 ).<j" + hc. 

^ [ C * ,o) 4- C 1 + &C. } ( j ,o) .p—(i,2) .p— &c. 

——{( l,o;+('l,y; + &C.} ./ + (' ip).<J + C i,2).y"+&LC. 

— + )—^C. } .p"—( 2,0). p —( 2 , 1 ) .p'— he. 

_{a,o; + (' 2 ,i; + &c.} .q".\-(2,o).qJrC2,\}.q'+ he. 

he. 

Ce syst^nie d’equalions esi semblable a celui des dqualions ) du 
n'^. 55 : il coincidcroit enti^rement avec lui , si dans les equa- 
tions (^), on cliangeoit h, /, h'j &c. , en y , 5 ^', p\ &c. , 
et si Ton supposoit f^] = fo, ; [H®] = r ? ainsi, Fana- 
lyse dont nous avons fait usage dans le n®. 56 , pour int^grer les 
equations (v/) , s’applique aux Equations (C). On supposera done 

q N .COS,(gt-\-C) + N‘^ *^03,(g^t-hCJ + N^ ,COS. ; 

p .sm.(gt+C)-^N^ .sin.fgj^-f Cj + iV, .sin. + 

q = iV'. cos. (gi + C)-^ JV/. cos. Cg^t+ej’i- NJ. cos. ( gj-h CJ -h &c. -y 
p'==:N'.mi.(gt+C)+JS'/.sm.(gJ+CJ+N^\sm.(gJ^CJ^^S^cry 
&c. 




PREMIERE PARTIE,LIVRE 11. dxi 
et I’on aura par le n®. 56 , line equation en g du degre i , et dont 
les diverses racines seront g gi s &c. II est facile de voir 
qu’une de ces racines est nulle^ car il est clair que Ton satisfait aux 
Equations ( C) , en y supposant p , p\ p'^ &c. , 6gaux et constans , 
ainsi que y, q\ q\ &c. ; ce qui exige que Tunc des racines do 
requation en g*, soit z6ro, et ce qui Tabaisse au degre i — i. Les 
arbitraires iV, iV, , N\ &c. , &:c. , se determineront par la 

m^thode exposee dans le n®. 56. Eafin, on trouvera par Taualyse 
du n®. 57 , 

const. = + \/^ + &c. 5 

d’oul’on conclura, commc dans le n®. cite, que les expressions do 
P 9 ^ renferment ni arcs de cercle, ni exponentielles , 

lorsque les corps m , m\ m \ &c. , circuleiit dans le nieme sens 3 et 
qu’ainsi , Vequation en g*, a toutcs ses racines reelles et iiit^gales. 

On pent obtenir deux autres integrales des t^qualions (C). En 
cffet, si Ton multiplie la premiere de ces equations par m. \/li^ la 
troisieme, par tti . la cinquieme, par m \ j aura 

en vcrtu des relations troiivees dans le n®. 55, 

(la _ dq' ^ 

o = — ./7z. ^/a -f .y a -h &c. ^ 

ce qui donne en integrant, 

constante = 5^.771 • |/a'+ &c. (1) 

On trouvera de la me me maniere , 

con Stan te =p. 7^7. +p'.77j\ &c. (2) 

Nommons <p I’inclinaison deTorbite de in , sur le plan lixe , et 
la longitude du noeud ascendant de cctte orbite sur le meme plan • 
la latitude de m sera a tres-peu pres, tang. ^.sin./Ti^-f-i — ^), En 
coinparant cetle valeur a celle-ci ,^.sin.C72^4-g^ — p. cos. 
on aura 

p — tang. <p . sin. d / y = tang. ^ • cos. S ; 

d’ou Ton tire 

tang.?>=r: ; tang.9=r^; 

on aura done I’inclinaison de I’orbite de m , et la position de son 
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iirjcud, au moyen des valeurs de p et de q, En marquant successi- 
vement d’un trait, de deux traits , &c. , relalivement a Tn\ ni\ &c. , 
les valeurs de tarig.^ et de tang, dy on aura les inclinaisons des 
orbites de m\ &c. , ct les positions de leurs noeuds , au moyen 
des quail lites /?', q\ p\ q\ &c. 

La qiiantitd V /?*+^^%estmoindrequelasommeiV-fiV",4'iV4-f &c., 
des cocfticiens des sinus de I’expression de q ^ ainsi, cescoefficicns 
etant fort peiits , piiisque Torbite est supposee peu inclineeau plan 
lixe, son inclinaison sur ce plan, sera loujours peu considerable; 
d’oii il suit que le systeme des orbites est aussi stable relati vement 
a lours inclinaisons , que par rapport a leurs excentricites. On 
peul done considerer les inclinaisons des orbites, comme des quan- 
tiids variables comprises enlrc des liniites d<§terminees , et les 
inouvcmens des necuds, comme n’etant pas uniformes. Ces varia- 
tions sont tres-sensibles dans les satellites de Jupiter, et nous 
verrons dans la suite , qu’ellcs expliquent les phenomenes singu- 
liers observd's dans rinclinaison de I’orbite du quatrieme satellite. 

Des expressions pr^c6dentes de p et de q , resulle ce tlK^oreme : 

Que Ton iiiiaginc un cercle dont rinclinaison au plan iixe 
soit iV, et dont suit la longitude du nocud ascendant; que 

sur ce premier cercle , on imagine un second cercle qui lui soit 
incline de , ct dontg-.^-f^, soit la longitude de son intersection 
avec le premier cercle ; que sur ce second cercle , on imagine un 
troisieme cercle, qui lui soit incline de j ct dont -i- soit 
la longitude de son intersection avec le second cercle , et ainsi dc 
suite ; la position du dernier cercle sera celle de Torbite de nu 

En appliquant la meme construction, aux expressions de 1i et 
de / du n®. 56 ; on voit que la tangente de rinclinaison du dernier 
cercle sur le plan fixe , est <^gale a rexcentricile de I’orbite de m , 
et que la longitude de I’intersection de ce cercle , avec le meme 
plan , est egale a celle du p^rihelie de rorbite de m, 

6o* II est utile , pour les usages astronomiques , d’avoir les 
variations diff(^rentielles des nceuds et des inclinaisons des orbites, 
}?pur ccla, reprenons les Equations du u®. pr^c^dent, 

tAng. (p = y tang, d 


En 
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Ellies cUfferenliaut, on aura 

clfp~ dp . sin. cos. 9 ; 

dp. cos. § — dq.sw,& 
tang, p 

Si Ton subslitue pour dp el dq, leurs valeurs donnt^es par Ic.h 
equations ( C) du prec6dcnt , on aura 

~^z=(o,i). tang, 9 * . sin. ('d — 5'^ -f ('o, 2 j . tang, p'.shi — G' y' + ^ c. 

{('o,i;+('o,a;+&c.} +('o,o.|^^.cos.c9— r; 

+ (o, 2 ) . cos. (0 — r) + &c. ; 

tang. 

on aura pareillement , 

di’ 

jjO^.lang.^.sin.^^G' — i,‘^^.tang. p'*. sin. (O' — ^c.; 

— {('i,o; + ('i, 2 ; + &c.} +('i,o;.*-^“^r.cos. (^' — 9) 

+<fi,2;,^^^'.cos.('9'— 9";+ &e. 
tang. ^ 

&c. 

Les Astronomes rapportent Ics mouveinens celestes , a I’orbitc 
mobile de la terrc; c’esl en ellet, du plan de cette orbilc , quc 
nous les observons; il iinporte done de connoitre les variations 
des noeuds et des inclinaisons dcs orbites, rclalivement a reel ip- 
tique. Supposons ainsi, que I’on veuille determiner les variations 
differentielles des noeuds et des inclinaisons des orbites , reiati- 
vemeiit a I’orbite de I’un des corps m , m\ m \ &c. , par excmple, 
a Torbite de m. II est clair que q.^m.(n t-\-i ) — p.cos.f/z'^ + s'^ 
seroit la latitude de m! au-dessus du plan lixe, s’il etoit en mou- 
vement sur I’orbite de m. Sa latitude au-dessus du m(}me plan , 
est q'^^m.CntA-i ) — /7'.cos.('/z7+e0; or difference de cos deux 
latitudes est a tres-peu pres la latitude de m! au-dessus de I’orbile 
de m -y en nommant done rinclinaison , et 9/ la longitude du 
nteud de Torbite de tti! sur I’orbite de m , on aura par cc qui 
precede , 

tang.^ ; = V' Ip'— py^(q' — qy ; taiig. 9/ = 

Mccan. CxJu, Tome L 11 r 
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Si Ton prcncl pour plan fixe , celui cle I’orbite de ruy a une epoque 
douncc ; on aura a cettc dpoque , jo =o, q = o\ inais les differen- 
licllcs dp cl dq ne seront pas nulles; ainsi Ton aura 

dzl~ (dp — dp)*^vCLA' Ar(dq* — dq)*co^J' ; 

/ ((Ip ' — (Ip).cosJ' — (dq — dq). sin. 

f /9 r= . 

' tang. 


Ell ftubstituaiit pour dp^ dq dp\ dq., &c. , leurs valeurs donnces 
par les ccptalions ( C) du n°. precedent ; on aura 


'(jj — [( i,a;— ('o,2;}.tang.<p".sm.('9'— 9"; 

+ {( — ro,5;} .tang.?>"'.sin.('9' — 9'";+ 

+ [(1,2) -(0,-2)} .'^,.COS.(i'-r) 

+ {(hV-(o,o)} cos. ^9' - 9'"; + &c. 

tang. 


11 cst fheilc de conclure de ces expressions , les variations dcs 
Ha nds cldcs iiiclinaisons dcs orbites dcs aulres corps rri\ ni\ Sic. , 
SUV Torbile mobile de //z. 


6 I . Les integralcs Irouvt^cs prccedcmnient, des equations dif- 
fercnlicllcs qui determinent les variations des Siemens des orbites, 
lie sont qu’approehces, ct les relations qu’elles donnent entre tous 
CCS elcmcns , n’ont lieu qu’en supposant les excentricites des or- 
biles cl leurs iiiclinaisons, fort petites. Mais les int^grales ( 4 ), ( 5 ), (6) 
( I (7) , auxquellcs nous sonimes parvenus dans Ic n^. 9, donnent 
CCS memes rapports, quclles quo soient les excentricites et les incli- 


liaisons. Pour cela, nous observerons que 


double 

dt 


dc I’aire dccrile durant Tinstant dt., par la projection du rayon 
vecleur do la planetc in , sur le plan des x et desj'. Dans le niou- 
vcineiU ellipliquc , si Ton nc^glige la masse de la planele , vis-a-vis 
dc colie du soleil, prise pour unite 5 on a par les n'’\ jq et 120, 
reliilivemcnt au plan de I’orbite dc /w, 


xdy^ydx 

dt 


V a*(i — e'). 
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Pour rapporter au plan fixe, Taire sur Torbile , il faut la mul- 
tiplier par le coshius de Finclinaison (p, dc Forbite a ce planj on 
aura done par rapport a ce plan , 


at ' V i+tang.*^ ' 

on aura pareillement , 

xdy' — y' dx I y/ o' . ( i — e^) 

dt ^ 1 4 “ tang.*9' 


&c. 


Ces valeurs de xdy — y dx ^ ^'dy* — ydx\ &c. , peuvent etre em- 
ployees , lorsque Ton fait abstraction des inegalit^s du mouvenient 
des planetes, pourvu que Ton consid^re les Clemens £?, e\ &c. , 
(p , (p', &c. , comme variables , cn verlu des inegaliles seculaires ; 
requalion ( 4 ) du n°. 9, donnera done alors 


^ 1 4 -tang,* ^ i4-tang.*(j> 


4- s. m/77 


M 


( X — x).(dy'—dy) — (y'—y).(dx'—dx) 
dt 


]■ 


Ell n6gligeant ce dernier terme qui reste toujours de I’ordre mm\ 
on aura 


&e. 

^ i 4 -tang.*(p ^ 1 -ptang.*^ 


Ainsi , quels que soient les changemens que la suite des temps 
apporte aux valeurs de e ^ e\ &c. , &c. , en vertu des varia- 

tions seculaires j ces valeurs doivent toujours satisfaire a liqua- 
tion precedente. 

Si Ton neglige les quantitis tris-petites de I’ordre ou 
cette equation donnera 

c z=zm. y/a4-m'. \/^‘ + &c. — {e*4- tang.*^} 

— 7.777'. \/a\ {^'*4- tang.* — &c. ; 

et par consiquent , si Ton neglige les quarris de ^ ^ , &c. , on 
aura 777. xTa^m! . y/d! &c. constant. On a vu pricidemment , que 
si Ton n’a egard qu’a la premiere puissance de la force perturba- 
Irice, a, a', &c. sont constans sipariment ; Tequation priciderite 

Rr 2 
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donnera done, en n6gligeant les quantiles Ires-petites de Tordre e*, 

on e* fp '' , 

consl.-- tn. [/a. {<?' + tang.*^} +m\ {e'^+iang.^ p'} + &c. 

Dans la sirpposition des orbites presque circulaires , et peu incli- 
iR’Cs J('s lines auxautrcs,lcs variations seculaires des excentricites 
des orbiles , sont par le n*'. 55 , determin^es au moyen d’equa- 
lions dilTerenlielles independantes des iiiclinaisons^et qui par con- 
sequent sont Ics iiK^mes que si les orbites ^toient dans un menie 
plan ; or on a dans cettc liypotlicse , 9 = 0, (p' = o, &c. ; Tequa- 
tion precedente devient ainsi^ 

const. \/^' + . m" . &c.; 

Equation a laquclle nous sommes d6j«i parvenus dans le n®. 5 n. 

Pareillement , les variations sc^culaires des inclinaisons des or- 
bites , sont par le n®. Sq , d^terinineos au moyen d’dquations diffe- 
rent ielles independantes des excentricites, ct qui par consequent 
sont les nieines quo si les orbites etoient circulaires ; or on a dans 
cetle liypolhese , <? — e'=:o, &c.; partant, on aura 
const.™/?!, ^/a. tang.'‘e-|-; 7 !'. \^a Aawg,^ p* in", p^".tang.’^'^+ 
equation a laquclle nous sommes parvenus dans le n’’. 69. 

Si Ton suppose , comme dans ce dernier n®, , 

p = tang, (p . sin. 0 ; q r= tang. jp • cos. S ^ 

il est facile dc s’assurcr que rinclinaison de Torbite de m surle plan 
des X ct des y, etant <p, et la longitude de son noeud ascendant, 
comptee de I’axc des at, 6tant S le cosinus de rinclinaison de celte 
orbitc sur le plan des x et des z , sera 


[/ 1 -ptang.=^(p 

X( 

a. (i — e"J , on aura la valour ^ ^ ® 


En multipliant cette quantite par on par sa valeur 


dt 


; Tequalion ( 5 ) dw 


n". 9 , donnera done , en n^gligeaiit Ics quantites de I’ordrc m% 

c^m.q.V/^ — — ~+m.q'.\/< — ; Z-I- gic- 

^ I 4- tang.* (p ■* ^ 
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On trouvera pareillcment que I’equation (6) dii n”. 9, donne 

I y' a.(i — e’‘) , , , I 

^ 1-4“ tariff. “v? j4-ta 


[ -ftang.V 


-f- &C. 


Si clans ces deux Equations , on neglige les quautites de Fordre e'\ 
oue*.^; dies deviennent 

const, ^mq , \/^-\-Triq. y/^ -f &c. 
const, z^mp . &c. ; 

equations auxquelles nous sommes deja parvenus dans len®. Sg. 
Eiifm, r^quation (7) du 11®. 9 , donnera, en observant que par 

I ft O ^ (dx^ dz^) 

le n'’. 10 , - = -j; , et en ncgligeant les quantites 

de Fordre inni! ^ 

m m m‘" 

const. = — H-tH 1“ 

a a a" 


Ces di verses Equations subsistent eu egard aux in6galil6s a tres- 
longues pcriodes , qui peuvent alTectcr les elemens desorbiles dew, 
m', &c. Nous avons observe dans Je n°. 5 i , que le rapport dcs 
inoyens niouvcjnens deces corps, peuvent introduire dans les ex- 
pressions des grands axes desorbites considerecs coniine variables, 
des iriegalites dont les argumens proper lionnels au temps, croisscrit 
avec bcaucoup delcntcur , et qui ayaiit pour diviscurs , les coefli- 
ciens du temps t, dans ces argumens , peuvent devenir scnsibles^ 
Or il est visible qu’en n’ayant egard qu’aux termes qui ont de 
scmblabics diviseurs , et en considerant les orbites comme dcs 
ellipses dont les Clemens variant a raison de ces termes , les inte- 
gralcs ( 4 ), ( 5 ), (6) et (7) du 9, doniieront toujours les 
relations que nous venons de trouver entre ces elemens ; parce 
que les termes de Fordre mm! que nous avons ncSgliges dans ces 
integrales, pour en conclure ces relations , n’ont point pour divi- 
seurs^ les tres-petits coefficiens dont nous venons de parler, on 
du moins, ils ne les renferment, que multiplies par une puis- 
sance dcs forces perlurbatrices , sup^ricure a celle que Foil con- 
si tie re, 

62. Nous avons observe dans Ics n°'. 21 et 2^2 efu premier 
Livre , que dans le mouvenient d*uu systeme de corps ^ il existe me 
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])]an invariable ou conservant toujoiirs une situation parallelc, 
qu’il cst facile de retrouver dans tous les temps , par cette condi- 
tion , que la somme dcs masses du syst^me , multipliees respcc- 
livemeiit par les projections des aircs decrile.'j par leiirs rayons 
vecteurs, dans un temps doiine , csl un maximum, C’cst principa- 
Icment dans la tlit^*orie du systeme solaire, quc la rcclierclie do 
ce plan est imporlante , vu Ics mouvcmens propres des etoiles ct de 
lY'cliptique , qui rcndent tres-difficile aux Astronomes , la deter- 
mination precise dcs inouvemcns celestes. Si Ton nomme y I’incli- 
naison de ce plan invariable , sur cclui des x et des , et n la lon- 
gitude de son nooud ascendant j il resulte de ce que nous avoiis 
demonlr (5 dans los n”‘. 21 et 22 du premier Livre, que Ton aura 

. c" c 

tang. >. sui. n == — / tang. y. cos. n = — ; 

c c 

ct par cons( 5 quent, 

, m.^/ o..{\ — e’j.sin.'p .fi— 

tang.^.sin.rim — — -r 

m. a. ( i — y/' a* .(i — e'*J.C05. 

m. [/"a.( i — tf-‘ )-dn.t.co 8 . 5 -{-m\ V/ a.( i— e'V*®in.T'.C 08 .f -j- 
tang.>'.cos.n=: — 

m. \/ a.( 1 — eV •co 3 .<? •{•m* .\/ d ,(i — e'V-cos. (p'-b &c. 

On detenninera facilement, au moycn de ces valeurs, les deux 
angles y ct n. On voit que pour determiner le plan invariable , 
il fuudroit coniioitre les masses dcs cometes , ct les elemens de 
leurs orbites ; lieureusemcnt , ces masses paroissent etre fort petites, 
on sortc que Ton pent, sans crreiir sensible , negliger Icur action 
sur les planctcs ; mais le temps seul pent nous ^^clairer sur ce point. 
On pent observer ici , que relalivement a ce plan invariable , les 
valours de p , g , p\ g\ &c. , nc rcnferinent point de termes cons- 
tans ; car il est visible , par les equations { C) du n^. 69 , que ces 
termes sont les niemes pour p , p\ p\ &c. , et qu’ils sont encore les 
memos pour q , q\ q'\ &c. ; et comme relalivement au plan inva- 
riable , les conslantes dcs premiers membres dcs equations ( 1 ) 
ct (2) du n®, 69, sont mils; les termes constans disparoissent ert 
vertu do ces Equations , des expressions de , jo', &c, y , q\ &c. 

Consid^rons le mouvement de deux orbites, en les supposant 
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inclinees Tune a Taulre , d’un angle quelconque ; on aura par le 

6i , 

c'^sin.^.cos. 0.7». ^ a.(i — e*)^sin.ip' .cosJ' .m' ,s/ a ' .( i — c ^ 
c"= siii.^.sin. fl.m. a,(i — * (i — e'*) ; 

Supposoiis que le plan fixe anquel on rapporte le mouvemcnt des 
orbites , soil le plan invariable dont nous venons de parler , et par 
I’apport auquel les constantcs dcs premiers membrcs de ccs Equa- 
tions , sont nullcs, comnie on I’a vii dans les n°*. 21 et 22 du 
premier Livre. Les angles et p' etaiit posilifs , les ec^uations pre- 
cedenles donnent les suivantes : 

m,V a, ( 1 — . sin. p — m. a\(i — e'"") . sin.?'; 
sin. 9 — — sin. ,* cos. 9 = — cos.9'y 

d’ou Ton lire d' = 9 -p la dcmi-circonference; les nocuds des orbites 
soiit par consequent sur la meme ligne ; mats le nieud ascendant 
de Tunc coincide avec le noeiul descendant de Vautre ; cn sortc que 
rinelinaison mutuelle dcs deux orbites , csl egale a 
On a par le n°. 61 , 

c=:m.V a( 1 — e ^) . cos. p + m'. V' a. (i — a '') . cos. / 
cn conibinant cette equation avec la precedente eiilrc sin. p et 
sin. on aura 

2 7 nc. cos. ^.V^a .( i — m\a.(i — — m' * a! .(\ — 

Si Ton suppose les orbites circulaircs , ou du moins , assez pen 
cxccntriques pour que Ton piiisse negliger les c[uarres do leuis 
excentricilEs ; Tequation precedente donnera p constant : par la 
raeme raison , p' sera constant ; les inclinaisons dcs plans des orbites 
sur le plan fixe , ct sur elles-memcs , seront done alors constantcs, 
et CCS Irois plans auront toujours unc intersection commune. II cn 
resulte que la variation moyenne instantanee de ccltc intersection 
est loujoiirs la meme ; puisqu’elle ne pent etre qu’une fonction 
de CCS inclinaisons. Lorsqu’clle.s sont fort petites, on trouvera 
facilement par le n'^. 60, et cn verlu dc la relation precEdento 
entre sin.^ et sin.?', que pour le temps le mouveraent de cette 
intersection est — ' {(0,1) + ( 1,0^} . t 
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La position du plan invariable auquel nous venons de rapportcr 
le mouvemcnt des orbitcs, est facile a determiner pour un instant 
queleonque ; car il ne s’agit que de partager Tangle de Tinclinaisou 
mutuellc des orbites, en deux angles <p et tcls que Ton ait Tequa- 
tion preccdentc entre sin. p et sin, En designant done par v , cette 
mutuellc iuclinaison , on aura 

m'. OL .(i — 

iaUg. p = 

m. v/ + ^ ' y q! w 


CHAPITRE 
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CHAPITRE VIII. 


Seconde metJiode d’approximation des mouvemens celestes. 

65 . On a vu dans Ic Cliapitre II, que les coordonnces dcs corps 
celestes , rapportdes aux foyers dcs forces principales qui les 
animent , soiit detcrminees par des equations dilTerenlielles dii 
second ordre.Nousavons int^gre ces (Equations dans IcChapitrelll, 
en n’ayant ^gard qu’aux forces principales , et nous avons fait yoir 
que dans ce cas , les orbitcs sont des sections coniqucs dont 
Ics elemens sont les coiislanles arbitraires introduites par les iiite- 
gralions. Les forces perturbalriccs u’ajoutaut que de petitcs iue - 
galit<§s, au mouvement elliptiqiie; il cst naturel de clierclier a 
ramener aux loix de ce mouvement, le mouvement troubl 6 des 
corps c(51estcs. Si Ton applique aux equations difleren tidies du 
mouvement elliplique, augmcntees des pctits Icrmes dus aux forces 
perturbatrices, la nietliode d’approxiinution exposec dansle ii\45; 
on pourra encore considercr les mouvemens celestes dans les pr- 
bites rcntrantes , comme etant elliptiques j mais les elemens de 
ce mouvement, seront variables, et Ton aura leurs variations par 
cette metliode. II en resulte que les (Equations du mouvement , 
etant differentielles du second oixlre , non-seulement leurs int^- 
gralcs finies , mais encore leqrs int^grales inliniment petitcs du 
premier ordre , sont les meines que dans le cas des ellipses inva- 
riables ; en sorte que Ton pent differenticr les equations finies du 
mouvement elliptique, en traitant les elemens de cc mouvement, 
comme constans. II resulte encore de la meme metliode , que les 
Equations de ce mouvement , differentielles du premier ordre , 
peuvent etre differenliees , en n’y faisant varier que les demens 
des orbites, et les premieres differences des coord onn^es -5 pourvu 
qu’au lieu des differences secondes de ces coordonn 6 es, on ne subs- 
tilue que la partie de leurs valours, due aux forces perturbatrices. 

Mecan, c^. Tome i* S s 
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Ces r^vsullals peuvent etre immediatement tir^s de la considera- 
tion dll mouveineut elliptiquc- 

Pour cola , concevons une ellipse passant par une planele et par 
Telemcnt dc la courbe qu’elle decrit, et dont le centre dii soleil 
occiipe le foyer. Cette ellipse est celle que la planete decriroit inva- 
riablement^ si les forces perturbatrices cessoient d’agir sur elle. 
Ses ('lernens sont constans pendant I’instant dt ; mais ils varienl 
il’iin instant a I’autre. Soit done 1^== o, une equation finie a I’ellipse 
invariable , eUint fonction des coordonnees rectangles r , 
et (les pararnclres c, c\ &c. , qui sont fonctions des elemens du 
mouvement clliptique. Cette Equation aura encore lieu pour Tel- 
lipse variable^ niais les parametres c, c', &c., ne seront plus cons- 
tans. Cependant , puisque cettc ellipse appartient a I’element de 
la courbe decritc par la planete, durantl’instant dt; Tequation =o 
aura encore lieu pour le premier et le dernier point de cct el(:- 
inent , eii regardant c , c\ &c. , comme constans. On pent done 
dilTe rentier cettc (Equation une premiere fois, enn’y faisant varier 
fpic .V, ce qui domic 




On voit ainsila raison pour la(tuelle les (Equations finies de I’cllipse 
invariable, peuvent, dans le cas dc Tell ipse variable , etre diffe- 
rcnliecs une premiere fois , en Irailant les parametres comme 
conslans. Par la me me raison , toute (3(|ualion dilferentiellc du 
premier ordre , a I’cllipse invariable , a egalement lieu pour Tellipse 
variable; car soit ]/'' ~o une equation de cet ordre, etant 

fonction dc x, r, z, ~ ^ parametres c, c', See- 

at dt dt 

11 (‘st clair quo toutes ces qnantites sont les memes pour Fellipse 
variable , qnc pour Fellipsc invariable qui coincide avec elle, pen- 
dant I’ ins taut dt. 

Pr(f"seiitement, si nous consid(5rons la planele , a la fin de Tins- 
tant dty ou au commencement de I’instant suivant ; la fonction 
ne variera de I’ellipse relative a rinstant dt^ a Tellipse consecu- 
tive, que par la variation des parametres, puisque les coor- 
donnees y ^ z, relatives a la fin du premier instant, sont les 
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iiiemes pour ces deux ellipses ; ainsi , la fonction ^tanl nullo , 
on a 




Cette Equation peut se deduire encore de IcqualioTi /^=o, eii y 
faisant varier a la fois, x ^ y ^ z ^ c ^ c\ &c. ; car si Ton retraiiclie 
J’equation (i), de eette dilFerentielle , on aura T^quation {i'). 

Ell difiP^renliant requation (t) , on aura une iiouvelle Equation 
en dcy dc\ &c. , qui avec F^quation (i'), servira a deieruiiiior 
les pararnetres c , c\ &c. C’est ainsi que les Geometres qui se sont 
oceup6s les premiers , de la tlieorie des perturbations celestes, out 
determinates variations des nceuds et des inclinaisons des orbitcs : 


inais on peut simplifier cette differentiation , dc la maniere sui-' 
vaiite. 


Considerons generalemcnt Fdquation differentiellc du premier 
ordre ^'== o, Equation qui, commc on vient de le voir, convient 
egalemcnt a FetHpse variable, et a Fellipse invariable qui, dans 
Finstant dt^ coincide avec elle. Dans Finstant suivant, cette eqiia- 
lion convient encore aux deux ellipses , mais avec cette dilF^rcnce, 
que c , c\ &c. , restent les mcmes dans le cas de Fellipse invaria- 
ble , au lieu qu’ils cliangent avec Fellipse variable. Soit ce que 
devient lorsque Fellipse cstsupposee invariable j soil /^/ ce que 
de vient cette ineme fonction , dans le cas dc Fellipse variable. II 
est clair que pour avoir il faut changer dans les coordoii- 
nees y , qui sont relatives au commencement du premier 
instant dt^ dans celles qui sont relatives au commencement du 
second instant; il fiiut ensuite , augnienter les differences premiere^ 
dx ^ dy^ dz ^ respectivement des quantites ddx^ ddy ^ ddz^ 
relatives a Fellipse invariable, Feli^meiit dt du temps, 6tant sup- 
pose constant 

Pareillement , pour avoir /^/, il faut changer dans les coor- 
donnees x ^y ^ z ^ dans celles qui sont relatives au commencement 
du second instant, et qui sont encore les memes dans les deux 
ellipses; il faut ensuite augmenter dx^ dy, dz ^ respectivement 
des quantites ddxy ddy^ ddz ^ enfin, il faut clianger l^s para- 
nietres c, c, &c., dans c+t/c, c'-f-Ji?'; &c. 


Ss 2 
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Les valours dc ddx ^ ddy ^ ddz ^ ne sont pas les memos dans 
Ics deux ellipses \ dies sont augmentees, dans Je cas do Tellipsc 
variable, den quantiles dues aux forces perlurbatrices. On voit 
aiusi que les deux fonclions et ne different qu’en ce que 
dans la secondc, les paramdres e, d, &c., croissentde dc ^dc\%ic.) 
f t les valours de ddx^ ddy •, ddz , relatives fi I’cllipse invaluable , 
y sont augmentees des quantit^s dues aux forces perturbatrices. On 
fomicra done en difKrentiant dans la supposition 

dc ar, j/ , z^ constans , ct de dx^ dy dz ^ c , c\ &c. , variables , 
pourvu que dans cetle differentielle , on substilue pour ddx , ddy^ 
dd z , &c. , les parlies dc Icurs valeurs, uniquement dues aux forces 
perturbatrices* 

Maintenant, si dans lafonction on substituc au lieu 

de ddx^ ddy y ddz^ Icurs valeurs relatives au mouvement ellip* 

tique , on aura une fonction de x , y , ^ ^ c, c\ &c.y 

qui dans Ic cas de rdlipsc invariable, cst nullcj cette fonction est 
done encore nullc dans Ic cas dc rdlipsc variable. On a ^videm- 
ment dans cc dernier cas> /^/ — /^' = o j puisque cette equation 
est la diflerentidlc de lY'quation F"' — o : en en retrandiant Tequa- 
lion F '" — = on aura Fj — F"=^o. Ainsi Ton peut dans 
CO cas, differentier I’equation ^' = o, en n’y faisant varier que dx y 
dy y dzy Cy Cy &c. , pourvu que Ton substituc pour ddxy ddy y 
ddz y les parties de lours valeurs , relatives aux forces perturba- 
triccs. Cos rc^sultats sont cxuctement les memes que ceux auxquels 
nous sommes parvenus dans le n°. 45, par des considerations 
pureincnt analy tiques j mais vu leur importance , nous avons cru 
devoir les dtkluire ici, de la consideration du mouvement ellip- 
tique. Cda pose , 

64 • Reprenonslcs (liquations (P) du n°. 46, 
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Si Ton suppose i? = o, on aura les equations du mouvement cllip-^ 
lique, que nous avons int^grecs dans le Chapitre III. Nous 
sonimes parvenus dans le n°. i8 , aux sept integrales suivantes ; 


dt 


, xd. 

5 — zdx 

„_yd^- 


dt " 

dt 

fdy'^^dz^\ 

, ydy.dx zdz.dx 

\ y 

ir 

^ dt* " 

^ dx^ 4 “ dz^\ 

^ xdx.dy ^ zdz.dy 

V J 

dt‘ 

^ dt* ^ 

fdx^ 

xdx.dz ydy.dz 

V dt^ j 

' dt* 

‘ dt* " 

/dx'^-\- dy'^-\' dz^\ 


V dt^ 

/ 



ip) 


Ces integrales donnant'les arbitraires, en fonctions des coordon- 
nees et de leiirs premieres differences ; dies soiit sous une foi'me 
tres - commode , pour determiner les variations de ces arbitraires. 
Les trois premieres integrales donnent en les differentiant , et en 
lie faisant vai'ier par le n^ precedent , que les parametres c , c', 
ct les premieres differences des coordonn^es , 


tic = 


cc.ddy^-^y.ddx 


dt 


dc'-- 


x.ddz — z.ddx 

' Tt 




y .ddzr^Z.ddy 

' Tt * 


En substiluant , au lieu de ddx^ ddz, les parties de leurs 

valeurs dues aux forces perturbatrices , et qui en vertu des equa- 
tions differen tidies {F ) , sont — dt** ^ » 

on aura 


On a vu dans les n°*. i8 et 19 , que les parametres c, c\ c \ d^ter- 
minent trois d^mens de Torbite dliptique , savoir , I’indinaison ^ 
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de Torbite, sur le plan des x ct desj^, et la longitude & de son noeud , 
au moyen des Equations 


tang.(p = / 


tang. ® ^ / 


cl Ic deini-parametre a. ( i — e*), de Tellipsc, au raoycn dc requatioi\ 


Ccs monies equations subsislcnt encore dans le cas de I’cllipso 
variable , pourvu que Ton determine c, c', au moyen dea equa- 
tions diirercnlielles precedentes. On aura ainsi le parametre do 
Tel I ipse variable, son inclinaison sur le plan fixe des x et des^, 
el la position dc son nocud. 

Lea trois premieres des equations {p) nous ont donne dans le 
11^. 19, rintegralc finie , o = — cjr-\-cz: cette equation sub- 

siste encore dans Ic cas de Tellipse troublde , ainsi que sa premiere 
dill'erence, 0 = — c\dy-^c.dzy prise en regardant c , c\c\ 

comme constans. 

Si Ton dilKrentie la quatriemc, la cinquieme et la sixierne des 
irU(^grales (/? ) , en n’y faisani varier qiie les parametros f\ f\ 
ct Ics dillerences dx ^ dy ^ dz ; si Ton substitue ensuite, au lieu 


de ddx, ddy ^ ddz ^ les quantites — = 




'{■(jrdx~-xdjf).(^^->r(zdx — xdz).{^^; 
+ (x dy-ny dx) . (^^+(*dy —y dz) , y 

+ (xdz — zdx).^^j-t(ydz-^zdy).(^'j, 
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Enfin, la septieme des inlegralcs (p), differeiiliee de la m^me 
inaniere , donnera la variation du deiui-grand axe a , au moyen 
de requatioii 


cf.— — 2.d/?, 

a 


la differcnlielle dR se rapportant aiix seules coordonnees x ^ 
dll corps m. 

Les valeurs dc /, f\ deterniinent la longitude de la projec- 
tion dll pcrihclie de I’orbilc, sur le plan fixe, ct le rapport dc^ 
Texccnlriciti^ au demi-grand axe ; cai' I elant la longitude de cettc 
projection , on a par Ic n®. 19, 

taiig./= 

ct e etant le rapport dc fexcentricite au demi-grand axe , on a par 
le nieme n®. , 

Ce rapport pent encore ctre determine, en divisant le demi-para- 
in^tre a,(i — , par le demi-grand axe a : le quotient relrariche 
de Tunil^, donnera la valeur dc e*, 

Les integrales {p ) ont donn^ par Telimination , dans lo n®. 19, 
I’integrale finie, o = [^ r — h''-bfx+f'y-\’f''z : cctto (Equation sub- 
siste encore dans le cas de I’ellipse troiiblee , et ellc determine a 
chaque instant , la nature de I’eHipsc variable. On pent la diff^reli- 
tier , en regardant f', f'\ comme constans , ce qiii donue 
o = fxd r-hf dx'\-f dy -^f'd z. 

Le demi-grand axe a donne le moyen moiivement de ou plus 
exactemcnt , ce qui dans I’orbite troublee , repond au moyen moii- 
vement dans Torbite non troublde ; car on a par le n®. 20, 

n~a. de plus, si I’on designe par ^ le moyen mouve- 

ment de on a dans I’orbite elliptique invariable d( ^ndt: 
cette Equation a t^galement lieu dans I’ellipse variable , puisqu’ellc 
est dilli^rentielle du premier ordre. En la differentiant, on aura 
dd^^dn.dt ^ or on a 



2/4 a 


3an.dR 







338 M 1^. C A N I Q U E C 1?: L E S T E, 

partant 

Zan.dt.dB 


et en iiit(''grant , 

f = — ./ fandt.dJL 

Enlin , on a vu dans le n°. i8, que Ics inlegrales (p) n’equivalent 
qu’a cinq inlegrales dislinctes , ct qu’elles doiinent entre les sept 
param^tres , c , c?', c\ /, f'\ et les deux Equations de con-r 

dition , 

o=fc'~fc'+fc; 

o= fL+Jl±£!l±€lzE . 

CL C* “f* 

CCS ('equations out done encore lieu dans le cas de I’ellipse variable, 
pourvu quo les parametres soient determines par ce qui precede. 
On pent d’ailleurs s’en assurer facilemeut a posteriori 

Nous venous dc dc^tcrinincr cinq ^kbnens de Torbite iroubke, 
savoir , son inclinaison , la position dc scs noeuds , son deini-grand 
uxc qui donne son inoyen mouvement, son excentricite, et la 
position du perilitdic, II nous resle a determiner le sixieme element 
du mouvement ell iptique , celui qui dans Tellipse non troublec , 
repond a la position de m , a une epoque donnec. Pour cela , re^** 
prcnoiis rexpression dc dt ,d\x n”, i6, 

dv.(i — 

J: { i-i-e.cos fi/— 

Celle equation ddveloppee en serie , pous a donne dans le n®. cite , 
ndt^dv. {i 4* -E^'^*cos. u — p — -w^^ + Slc. }. 

En integrant cettc equation dans la supposition de e et de cons- 
tans , on aura 

ECO 

= E^’^.sin. . sin. 2 . j 

t etant une arbitraire. Cette integrate e^t relative a Tellipse inva- 
riable : pour J’etendre a Tellipsq troublee , il faut qu’ cn y faisant 

tout 
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tout varier jusqu’aux arbitraires », e et 'v qu’elle renferme, sa 
diifdrentielle coincide avec la prec^dente ; ce qui donne 

(ii=de, ^.sin. (p — 2 ( 

d'v, {iS^'^cos. (if — 'tf) + E^^\cos.2(p — 


p — V est I’anoraalie vraie de m , comptee sur Forbite , et 'v est la 
longitude du p^rihelie , comptee pareillenient sur Forbite, Nous 
avons determine precedemment, la loiigilude I de la projection du 
perilielie sur le plan fixe j or on a par le n*^, 22 , en cbangeant p 
eu -ar , et en J dans Fexpression de p --rC, de ce n°. , 


— C=zl — tang.*, j sin. 2 ( I — 9 ) 4- &c. 

Ensupposantensuite p et p^ nuls dans cette nioine expression, 011 a 
^=:;= fl-{-tang.*~^.sin. 29 + &c, 

partant 

'tf =r= I+tang.‘7(p, (sin, 2 S + sin. 2 (I — O;} -h&e. j 
cc qui donne 


d'vz^zdj. {i 4 - 2 tang.*Y^.C 08 . 2 (I — &c.} 

+ 2 rf9.tang.* ‘ tp. (COS. 2 O — COS. 2 ( 1 — 

^ [sin.2 9 + sin. 2(1 — 9 ^- 4 -&c.} . 

CO».*.4p '■ V ✓ j 


Ainsi, les valeurs de dl, c ?9 et dtp 6tant delermiii6cs par ce qui 
precede ; on auracelle do d^^ d’oii Fon lirera la valour de di. 

II suit de-la que les expressions cn series , du rayon vcclcur, de 
sa projection sur le plan fixe , de la longitude rapportee soit sur le 
plan fixe , soit sur Forbite , et de la latitude , quo nous avons 
donnees dans le n®, 22 , pour le cas de Fellipse invariable, ont 
egalement lieu dans le cas de Fellipse troublee , pourvu que Fon y 
change nt^ en fndt^ et que Fon determine les oilmens de Fellipse 
variable , par les forraules pr^c^dentes. Car , puisque les equations 
finies enlre r, p^ s , x ^ jf, z ^ eifndty sont les memes dans les 
deux cas, et que les expressions en series, du n®. 22 , resullent 
de ces Equations , par des operations analytiques entierement inde- 
pendantes de la Constance ou de la variability des yiymens 5 il est 
MicAN. ceIj. Tome L T t 
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clair que ces expressions ont encore lieu dans le cas des Clemens 

variables. 

Lorsque les ellipses sont fort excenlriques , telles que les orbites 
des cometes ; il faut changer un peu Tanalyse pr^c 6 dente. L’incli- 
naison <p de Torbite sur le plan fixe , la longitude d de son noeud 
ascendant, le demi-grand axe a, le demi-param^tre a.( i — e*) y 
Texcentricit^ et la longitude I du p^rihdie sur le plan fixe, 
pourront ^tre d^terrain^s par ce qui pr^c^de. Mais les valeurs de 
et de dif ^tant donn^es en series ordonn^es par rapport aux puis- 
sances de tang.-^ ; il faut pour les rendre convergentes , choisir 
le plan fixe , de maniere que tang. 7 ^ soit peu considerable , et 
ce qu’il y a de plus simple pour cet objet , consiste a prendre pour 
plan fixe , celui de I’orbite de m , a une ^poque donnec. 

La valeur pr^c^dente de rfi , est exprimde par line s^rie qui 
n’est convergente que dans le cas oiirexcentricite de I’orbite est peu 
considerable ; on ne pent done pas I’eraployer dans le cas present. 
Pour y supplier , reprenons I’^quation 

dt.\/^ dv.(i — e'^)~ 

^ {1 -l-e.cos.fi' — 


Si Ton fait 1 — e = <« , on a par I’analyse du n°. a3 , dans le cas de 
I’cllipse invariable , 

i 

2a* .('i- 


2a* « ( 1 ““ €* )* C ^ j > 

' ’{*■*' TIT’ • j } 


T 6 tant une arbitraire. Pour ^teiidre cette equation, a Tellipse 
variable ; il faut la diff(irentier , en ne faisant varier que T, le denii- 
parainelre « et 'tr. On aura ainsi une equation diiOK- 

rcnliclle qui d(5tenninera T; et les Equations finies qui ont lieu 
dans le cas de Tellipse invariable , subsisleront encore dans le cas 
dc Fellipse trouble. 

65 * Consid(irons particuli^rement les variations des el 6 mens 
de I’orbite de m , dans le cas des orbites peu excenlriques et peu 
inclin^es les unes aux autres. Nous avons donne dans le 48, la 
inani^re de d^velopper alors i?, en serie de sinus et de cosinus de 
la forme int+^) ^ h A ^tant des fonctions 
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des excentricit^s et des inclinaisons des orbites, des positions do 
]eurs noeudB et de leurs p^rih61ies, des longitudes des corps a 
une 6poque donn^e , et des grands axes. Lorsijue les ellipses sont 
variables , toutes ces quantit^s doivent iire suppos^es varier con- 
form^ment a ce qui pr^c^de; il faut de plus , changer dans le tenne 
pr^c^dent, Tangle i'nft — intj en i\fn'dt^i*fndt^ ou ce qui 
revient au m^me , en — if. 

Maintcnant , on a par le n®. precedent , 

- = a./dRf 

a 


f =:fndt=:^^*ffandt,dR. 

La difference dif ^tant prise uniquement par rapport aux coor- 
donnees r, du corps m y on ne doit faire varier dans le 

tcrme m'^.cos.fi'f' — de Texpression de i?, developp6e en. 
serie , que ce qui depend du mouvement de ce corps ; d^ailleurs , 
iJ 6tant une fonction finie de r, x\ y\ x', on peut, par le 

n®. 63, supposer les t^lemens de Torbite, constans dans la diffe- 
rence d-K; il suffit done de faire varier f dans le terrae prdc^dent, et 
comme la difference de f est ndty on aura im! .kndt. sin.f i'f '— )y 
pour le terrae de d ij , qui correspond au terrae pr^c^dent de R, 
Ainsi , en n’ayant 6gard qu’a ce terme , on aura 

I = ^.fkndt. sin. ! 

( = ain'dt‘.ain.(i'C — i(+ud). 

Si Ton neglige les quarr^s et les produits des masses perturbalrices , 
on pourra dans Tint^gration de ces termes , supposer les ^l^mens 
du mouvement elliplique constans , ce qui change f en nt^ et 
f' en nVi d’ou Ton tire 


aim'n.k 


lAf(i'n' -^in) 
Ziman^h 




.cos.fiVi — int+ud) ^ 
sin. (iWt — in 


in)* 

On voit paivla, que si i'n ' — in n’est pas nul, les quantites a et^ 

Tt X 
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ne renfcrment que clcs incgalit^s p^riodiques , en n’ayant egarcl 
qu’a la premiere puissance dc la force perturbalrice ; or i et i' ^tant 
des nombres entiers, I’^quation i'n — in^o^ ne peut pas avoir 
lieu, quand les moyens mouvemensde m et de m! sont incommen- 
surables , cc qui est Ic cas des planMes , et ce que Ton peut ad- 
nicttre g^neralcment , puisqiic n et etant des constantes arbi- 
traircs susceptiblcs dc toutes les valeurs possibles , leur rapport 
exact de nombre a noinbre , est inliniment peu vraisemblable. 

Nous sommes done conduits ce resultat remarquable , savoir, 
que les grands axes des orbites des planetes et leurs moyens mou- 
veniens , ne sont assuj<^tis qu’a des ine^galites p^riodiques depen- 
dantes dc l(‘ur conligu ration entre dies , et qu’ainsi , en negligeant 
CCS quail til(is , leurs grands axes sont constans , et leurs moyens 
mouveincns sont uniformes : resultat conforme a celui que nous 
avons trouv 6 par une autre methode, dans le n*^. 54. 

Si les moyens mouveincns nt ei n't , sans dre exactement com- 
mcnsurablcs , approclicnt beaucoup d’etre dans Ic rapport de i a/; le 
divisiair i'n ' — i n , est fort petit , et il peut en resultcr dans ( ct 
des iiiegaliU's qui croissant avee une grande Icnteur, pourront 
donner lieu aux obscrvaleurs, depenser que les moyens moiive- 
mens des dtuix corps rn et m' ne sont pas uniformes. Nous verrons 
dans la iJicorie de Jupiter et dc Saturne ^ que cela est arriv 6 rela- 
tivenient a ccs deux planetes : leurs moyens mouvemens sont ids 
que deux fois celui dc Jupiter, cst a fort peu pres ^gal a cinq 
fois celui de Saturne 5 cn sorteque bn' — 2 n n’est pas lasoixaiite- 
(luator/ieme partio de n. La petitesse de cc diviseur, rend tres- 
sensible , le terme d(i I’expression de dependant de Tangle 
bn't — 'intj quoiqu’il soit de Tordre i' — i ^ ou du troisieme ordre 
par rapport aux cxcentricit(^s et auxindinaisons des orbites, comme 
on Ta vu dans len°. 48. L’analyse precedentc donne la partie la plus 
sensible dc ces inegalilc\s; car la variation dc la longitude moyenne 
depend do deux integralions , tandis que les variations des aulres 
demeiis dn niouvement dliplique , ne dependent que d’une seulc. 
integration; il n’y a corisequemmcnt, que les termes de Texpression 
dc la longitude moyenne , qui puissent avoir le quarre (i n ' — 
pour diviseur; en n’ay^int done egard qu’a ces termes qui, vula 
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petitesse de ce diviseuF) doivent etre les plus considerables, il 
suffira, dans les expressions du rayon vecteur , de la longitude 
et de la latitude , d’accroitre de ces termes , la longitude moycnne, 
Quand on a les illegal ites de cc genre, que Faction de nil produit 
dans le moyen mouvement de m ; il est facile d’cn conclurc les 
inegalites corrcsporidantes que Faction de m produit dans le moyen 
mouvement de nl. En efl’et , si Fon n’a 6gard qu’a Faction mutuelle 
des trois corps , m el m! ,* la formule ( 7 ) du n®. 9 , donne 

m' Ydr'*-t-dy'*4-da'“ ) 

const* = m . — 1 Z Z JI — i 

dt^ ^ dt^ 

{ ( ii]lfdi^indx')*-\- ( tndy-^m dy y -f ( mdz-\-m'dz)* j 
(M m-\-m').dt'^ 

2 Mm 2 Mm' 2 mm' 

+y’+*'* V (j>'—x)‘Hy—y)“+(^'—^‘)‘ 

La dcrniere des inlegrales (p) dun°, precc^dent, donne en y subs- 
tituant pour — , FintJgrale 2/di?, 


d jc® + dy q- d a* 2.(M’\-m) 


dt^ 


•2./di?. 


Si Foil iiomme cnsulte R\ cc que devicnt i?, lorsquc Fon considcrc 
Faction de m sur m\ on aura 

m.(xx-\-yy'’i-zz' ) m 


R': 


dx*q- dy®-f dz'* 


y (a?'— xj" + (y'-y)* + fs— z)* 

2.('M4- m') 


dt^ 


■-.2./d'i?'; 


la caractciistlque dilferenticlle d^ ne se rapportant qu^aux coor- 

donn^es z du corps ml, En substituant au lieu de — - 
dr 

ct de , ces valeurs dans F^quation (a) ; on aura 


m . /di? +m ,f il'i?'= cons t.- 
+ 


\^(mdx'\-m'dx)^-y ( mdy-ym'dy' fmdz-pm'dz'/ 


2/itf q- m-F ni).dt’^ 
m'^ 


[/ x" -Fy® q- x'^q-y^-F z* 
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H est visible que le second membre de cette Equation ne renferine 
point de termes de Tordre des quarr^s et des produits des masses m 
et m', qui aient pour diviseur tV — in; en n’ayant done egard 
qu’a ces termes , on aura 

m./d-R-f o; 

ainsi, en ne considerant que les termes qui ont pour diviseur 
(i!n — / *, on aura 

Z-fjdt%dtA*K m).dn' Z.ffandtAR 

M+m m' .(M-\-m).an* M + m * 


or on a 

^JfandtAR ZJfdddtA'R! 

M^m * ^ M^m' 

on aura done 
On a ensuite , 

„ t/M+m , s/'jk^rn 

j — ; n = ^ — ; 

a'‘ 

cn n^gligeant done m et m', vis-a-vis de My on aura 


ou 

m ,\/a 


Ainsi, lea in^galitis de qui ont pour diviseur (in' — in J*, feront 
connohre celles de qui ont le meme diviseur, Ces megaliths 
sont , comme Ton voit , afFect<^es de signe contraire , si n et n' sont 
do m^me signe , ou, ce qui revient au m6me , si les deux corps m 
et m toument dans le m^me sens; elles sont d’ailleurs dans un 
rapport constant ; d’ou il suit que si dies paroissent acc^l^rer le 
moyen mouvement cle m, elles paroitront retarder celui de m' 
suivant la mSme loi , et I’accd^ration apparente de m , sera au 
retardement apparent de m', comme est a m.t/a. L’acc^- 

l^ration du moyen mouvement de Jupiter, et le rallentissement 
de celui de Satume, que la comparaison des observations modernes 
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aux anciennes, avoit fait connoitre a Halley, 6tant a fort peu pres 
dans ce rapport; je conclus du th^or^me pr^c^dent, qu’ils sont 
dus a Taction mutuelle de ces deux plan^tes , et puisqu’il est 
constant que cette action ne peut produire dans les moyens mou- 
vemeiis , aucune alteration independante de la configuration des 
planetes , je ne balan^ai point a croire qu’il existe dans la theorie 
de Jupiter etdeSatume, une grande inegalite periodique , d’une 
fort longue periode* En considerant ensuite que cinq fois le moyen 
inouveraent de Salurne , molns deux fois celui de Jupiter , est 4 
tres-peu pres ^gal k zero; il me parut vraisemblable que le phd- 
nomene observe par Halley, avoit pour cause, une inegalite depen- 
dante de cet argument. La determination de cel\e inegalite veriJia 
cette conjecture. 

La periode de Targument etant sup^osee fort longue; 

Ics eiemens des orbites de m et de m! eprouvent dans cet inler- 
valle , des variations sensibles auxquelles il est essenliel d’avoir 
egard dans la double integrale 

Pour cela , nous donnerons a lafonction k»siii(i'n!t^int+^)y 
la forme Q\cos. 

Q et Q' etant de fonctions des eiemens des orbites ; nous aurons 
ainsi. 


7i*fl . f in Y if j 

fiV—inj* 

n*a . cos.f iVt— mf-fi'f if j 

{'iV— wj* 


.{o 


2.dQ_ 

(i'n^injdt 

2.dq 

(i'n!^in)>dt 


ZMQ 4.d}Q* 

( i'n — irt/ . dt* f iV—in . dt^ 
ZMQ; 4.(|3Q 

(in^inf.dt,'‘ (iV— 


+ &c. 

+ &C. 


Les terraes de ces deux series, decroissant tris-rapidement, vA la 
lenteur des variations seculaires des eiemens elliptiques ; on peut 
dans chaque serie, s’en tenir aux deux premiers termes. En y 
substituant ensuite, au lieu des eiemens des orbites , leurs valeurs 
ordonnees par rapport aux puissances du temps , et ne conservant 
que sa premiere puissance ; la double integrale precedente pourra 
etre transformed dans un seul lerme de la forme 


Relalivement a Jupiter et a Satume , cette expression pourra 
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servir pendant plusieurs siecles avant et apres Tinstaiit que Ton 
aura choisi pour ^poque. 

Les grandes in(^*galites dont nous venons cle parler, en produiscnt 
de seiisiblcs panni les termes d^pendans de la seconde puissance 
des masses perturbatriccs. En eft'et, si dans laformule 

f ah n' .dt*, sin. (i( — h ^ 
on substilue pour f et leurs valours 


Zi-man^.k , , * . . 

nt — — -.sin.ft n t — int-\-A)i 

lA.(in — in)* 

, Zi.man*.h \/~d . , 

n t’\ -7-7 — r— .--r--*8in.( i n t — 

[/..(in'-^in)* 1/ a 

il en r^sullera parmi les termes de I’ordre le suivaiit : 

— -7 — ■ ^ sm. 2 

^.lJi*.(Ln — in)^ pi.ya 

La valeur do ron forme le terme correspondant qui est au prece- 

dent, dans le rapport de m.y^ a — m'.v/a', 

.m'* .a* .n^ .k* 




r 777-7 — 7—. { I, + 1 ' f m\/^} .—7 — -,sm. 2 .(int—int h^), 

S.y.*.(in — in)^ ^ ^ m*.a 


66 . II peut arriver que les in^galiles du moyen mouvomenl , 
les plus sensibles, ne se rcncontrent que parmi les termes de Tordre 
des quarr^s des masses perturbatriccs. Si Ton considere trois corps 
m, m y If}!' y circulant autour de My I’cxpression de di? relative 
aux termes de cet ordre, reiifermera dcs inegalit^s de la forme 
k* sin, (in i'nt’h i' or si I’on suppose les moyens mou- 

\ciiiens nty nty n"t y tels que in — soit une fraction 
cxlr(^mement petite de n, il on resultera une in^galit 6 tr^s-sen-* 
sible dans la valeur de Cette iiiegalite peut merne rendre rigou- 
reusement nulle, la quantit (5 in — iV+i'V, et 6 tablir ainsi une 
liquation de condition entre les moyens raouvemens et les longi- 
tudes moyennes des trois corps niy rriy rn\ Ce cas tr^s-singulicr 
ay ant lieu dans le systeme des satellites de Jupiter j nous aliens 
ti\ developper I’analyse. 

8 i 
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Si 1*011 prend ^ pour unit^ de masse, et si Ton neglige m , m', m", 
vis-a-vis de M, on aura 


”'=i >• "'*== - 


3 ^ 




q /3- 


On a ensuite ; 

d{^ndt i d^=iidt; d('' =::n''dt ^ 

partant , 


dd{ 1 da 

-7- = — l-n’ . — ,• 
dt * ^ 


dt * a'* * dt T* • ,,,• 


On a vu dans le n®. 61 , que si Ton n’a ^gard qu’aux inegaliles qui 
ont de tr^s-longues p6riodes , on a 


m m m" 

constante = — h -rH ; 

a a a!' 


ce qui donne 


da 


, dd 


da" 


0 = 771 . -- + m .—4* m!\—, 
a* a'‘ a"*- 

On a vu dans ]e meme n®. , que si Ton neglige les quarres dcs 
excentricites et des inclinaisons des orbites , on a 

cons tante = 77 J . v/^ + w' • |/^' + w'' . ; 

ce qui donne 

da , dd da" 

O = m.-yr- + + m\-y=r. 

V a |/^a' ^Td" 

De ces diverses Equations , il est ais6 de conclure , 
dd^, 1 da 

ddl' j m.n^ (n^n") da 

dt ** m! .n* (n f a^ ^ 

dd(l* ^ m.n"* (n — n) da 

dt ** m".n ’ (d^d/ 


Enlin , r^quation — =a/djR, du n®. 64, donne 

da - _ 

■ = a.dij. 

a* 

11 ne s’agit done plus que de determiner diL 


Mj&CAjfcf. ciL. 2 ome I. 


Vv 
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servir pendant plusieurs siecles avant et apres Tinstant que Ton 
aura choisi pour dpoque, 

IjCs grandes in(!‘galit6s dont nous venous de parler, en produiscnt 
de sensibics panrii les termes dependans de la seconde 
dcs masses perturbalriccs. En efl'et, si dans laformule 

di*. sin, (i'^' — ^ ^ 

on subslitue pour ^ et leurs valeurs 


5i-Tnan^.k , 

— 77-; — — -.sin.rm t — int+^j s 

, Zi .man* .k xTa , 

n t-\ — r~v” 7 ^*sin.( 1 n t — 

n'-~iny 1 / a 

il cn r^sullera parmi les termes de I’ordre nf^ le suivanl : 


— inj* * 


CL 


• sin. 2 ( i'n't 


La valeur dc renferme le terme correspondant qui e^t au prege* 
dent, dans Je rapporl de m,\/^ a — 


— in)^ 




66. J1 pent arriver que les in^galites du moyen mouveraent , 
les plus sensibles , ne se rencontrent que parmi les termes de Tordre 
des quarrels dcs masses perturbatriccs. Si Ton considere trois corps 
771, 77i', m!\ circulant autour de Texpression de di? relative 
aux termes de eet ordre, rciifermera des inegalit^s de la forme 
X*. sin. (in i'ntAr or sU'on suppose les moyens mou-^ 

\emens nt^ nty n't ^ tels que in — in'-^i'n' soit une fraction 
cxtr^jneinent petite do 71 , il cn rdsultera une in6galit6 tres-sen-^ 
sible dans la valour de Cette inegalite peut memc rendre rigou- 
reusement nulle, la quantiUS in — in'’\-i*n\ et 6tablir ainsi une 
(Equation de condition entre les moyens mouvemens et les longi-* 
tildes jnoyennes dcs trois corps 777 , m\ m'\ Ce cas tr^s-singulier 
nyant lieu dans le systeme des satellites de Jupiter j nous allons 
t n developper I’anulyse. 

8i 
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Si Ton prend M pour unite de masse, et si Ton neglige m , m', m'\ 
vis-a-vis de M, on aura 


»* = — ; 


FI " = 


q' 3 * 


On a ensuite ; 

di^ndt i di*z=ridt; d^' =:nf'dt r 

partant , 
dt 


— - ^ > ,A ££ . f££'_ • 


dt 


On a vu dans le n®. 6 i , que si Ton n’a ^gard qu’aux in^galil^s qui 
ont de tr^s-longues periodes , on a 


ce qui donne 


m m m" 

constante = — h --H ; 

a a' a" 


da f da da!‘ 

o=m.-- + m + m\—, 

a* a * a'* 


On a vu dans Je meme n®. , que si Ton neglige les quarres des 
excentricites et des inclinaisons des orbites , on a 

constante = m . v/^ + m ! . \/^' -f m'' • \/^a'' ; 
ce qui donne 


da , da dof' 

0=:7C,— -+m . 

V/ a y a \/a" 

De ces diverses Equations, il est ais 6 de conclure, 

dd^^ 'da 

— - = — . 

dt * a’^ ^ 

ddl' j m.n^ (n — n") da 

dt ** m ,n* (n n"/ a'' ^ 

dd^'^ j (n — n) da 

dt ** m" .n ' (n'^n")' 

Enfin , r^quation ~ = 3 /dJR, du n®. 64 , donne 

da - _ 

• r = a.di{. 

a* 

II »e s’agit done plus que de d^ternuner diL 

Mj&CiUi. CiiL. Tome i. V V 
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On a par le n®. 46 , en n^gligeant les quarr^a et lea produits dw 
incliniiisons des orbites , 

jR r-. cos. — m', fr — 2 r/ . cos. ("v'— r " 

+ cos. p ) 2 r/. cos. ( /— p ) + I 

.Si Ton d6veloppc celte fonction dans une serie ordonn^e par rap- 
port aux cosinus de p—u, de /—p, et de leura multiples j on aura 
line expression de cette forme , 

r,r7"^+m'. ( r/p»m.( P'^p)+m\ (r./p*CQ%.2(p--'P) 

2 

r cos. 5 ( p— v) + &c. 
-^m\ (r/p,m.'i(p"-~-p)-\- &c, ; 

d oil I’on lire 


'd.(r, 


Cm\( r/ )^'Ksin.(p ^p)-{-2m\( r//*). sin. 2 (v’—p j + &c. ) 
r/ )^'\s\ri.(p'^p)’\r2m' .(r/ )^'\sin.2(p^-‘p)+kc.) 


Siipposons , confornicment a ce que les observations indiquent 
dans Je systcnio dcs trois premiers satellites de Jupiter, quo 
cL n — 2 n' soient des fractions Ires-pctiles de et que leur 
dillcrcnce (n — 2 n)—(ri!-- 2 iil')^ ou n — 'bn-\- 2 n\ soit incom- 
jiarablcmcnt plus petite que chacune d’clles. II r6sullc des expres- 

(j ?’ 

sions de — etde du n®. 5o, que raction de m produil dans le 

rayon vecleur el dans la longitude de w, une inegalile tres-sensible 
depeiidantc de I’argumcnt Les Icrmcs rela- 

lil’s a celte inegalit^, ont pour diviseur 4.('/z'-- /zj'— ou 
(/I — 2 j . fo « — 2 n) j el ce diviseur est tres-petit , a raison de la 
petilesse du facleur n— 2 n'. On voit encore, par la con8id(^ra- 
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lion des monies expressions , que ractioii de m produit dans le 
rayon vecteur^ et dans la longitude de m\ une in6gtdit(5 depeii- 
dante de Targument — t), et qui ayant pour divi- 

seur ( ou — fort sensible. On voit pa- 

rcilJeraent que Taction de m' sur m' j p...‘duit dans les memcs 
quantiles, une in^galite considerable depeiidante de Targument 
a . ( n't — nt+ 1 — %). Enfin on voit que Taction de m produit dairs 
le rayon vecteur et dans la longitude de m!\ une iii^galit^ conside- 
rable d6pendante de Targument n'f— T. Ces inegalites 
ont reconnues d’abord par les observations ; nous les d6ve- 
lopperons avec ^tendue, dans la th^orie des sateUites de Jupiter: 
leur grandeur par rapport aux autres indgalitds , permet de negli- 
ger celles-ci , dans la question prcsenle. Nous supposeroiis done, 

Jr =m'.jB'.cos.2.('7z'^— ;z/-f 0; 

z=z m\F' — wf-f-T — %) ; 

Jr = m' ,E" * cos. 2 , ( n't — — % )\m,G .cos.( n't — nt -!-»'—«),• 
lu = m\ F". sin. 2 . ( n"t---n't+ %'^t) sin.(' e '—* » ); 

Sr =^m',G', cos. ( nt — nt -|- — %) ; 

J/ = 771!' . H' . sin. ( n't — nH + — 0 - 

II faut mainlenant substituer dans Texpression pr6c6dente de d/f, 
au lieu de r , r, les valeurs de a + Jr, + 1 + Jv , a' + Jr, 

Ji^', o^+Jr', n‘t’\‘t'‘\‘Sp"^ etne con server que les terraes 
dejpendans de Targument n t^'bnt -¥ 2 » — 3 »'+ 2 ; or il est 

facile de voir que la substitution des valeurs de Jr, Ji^ , Jr', Jv', 
ne peut produire aucun terme semblable, II n’en est pas ainsi 
de la substitution des valeurs de Jr', et de Jv' ; le terme 
^'•(r,r )^'Kdp,sm.(i7' de Texpression de diJ, produit la 
quantile suivante , 

— -• nt^5n't+2n"t-^i^Zt'+ it"): 

e’est la seule quantity de ce genre, que renferme Texpression de 
diJ. Les expressions de ~ et de du n°. 5o, appliqu^es a Tac- 

a 

tion de m!' sur 7 n\ donnent , en ne conservant que les termes qui 

V V 2 
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out n'— pour diviseur , et en observant que est a ties- 

peu prb ^gal a \n!^ 

f (dia\a'T\^ <,r^' , ^ 


{n — an'j.fSn'— -an'j 


r=i^, 


on aura done 


J.R — E' / d.(a,a')<-'^ V 

2 * * ( a' \ da' / 


da 


Xsin.('/z^ — ^6nt-\’2n!'t+i — 5t'+2 

a* 

En SLibslituant cetfc valcur de — , dans les valeurs de - 7 -^, -t~, 

a* at at 

ddi" 

cl , et faisant pour abr^ger , 

on nnra, a cause de n a tros-peii pres egal a 277 ', el de n' a tres-peu 
pres egal a 2 / 7 ", 

dd^ ^ ddX! dd{'' - « • ✓ / n t 

» 0,-j— + 2.-r— = C,7l“*Sinr(^ni— 0/7 ^+277 — 0*-H2£ ); 

dt^ dt* dt^ 

ou plus exactement, 

dr — 2 .-^== 77*. sin. (( — 5 .^^+ 2 .f'+e-- 3t'-f / 

en sorle que si I’on suppose 

;^==^-.3.f+2.r-M-3/+2«"; 

on aura 


ddV 

IF 


= ^. 77*. sill. P^, 


Ijcs moyennes distances a, a'ya'\ variant Ires-peu, ainsi que la 
(juantile 77 ; on pent dans cette Equation, consid^rer ^ 77 *, conunt? 
line quanlite constante. En Fint^gi’ant , on a 

±dV 


dt = 


\/ c— afn*.cos»?^^ 
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c une constante arbitraire. Les diflferentea valeurs dont cette 
constante est susceptible , donnent lieu aux trois cas suivans. 
Sicest positifetplus grand que dtaWy Tangle croitra sans cesse, 

et cela doit arri ver , si , a Torigine du mouvement , ( n — + 2n"y 
est plus grand que =±=52 ('i qpcos. , les signes superieurs ou 

inferieurs ayant lieu suivaut que ^ est positif ou n^gatif. II est 
facile de s’assurer , et nous le ferons voir particulierenient dans 
la theorie des satellites de Jupiter , que C est une quantite positive 
relativement aux trois premiers satellites de Jupiter ; en sup- 
posaut done rp-w = tt tt 6 tant la demi-circonference , on aura 

drs 

dt= - ■ - ■ > 

t/c + 2 Cn*. cos. ® 

Dans Tintervalle depuis 'jy = o , jusqiTa -ry = y ]e radical 

V c 2 cos. ^ est plus grand que V^2Cn% lorsque c est d‘gal ou 
plus grand que 2Cn* ^ on a done dans cet intervalle , 26 ,• 

ainsi , le temps t que Tangle -ar emploie a parvenir de z6ro a Tangle 

<5r 

droit , est moindre que -tir* Da valeur de ^ depend des masses 

an, V^aC 

nt , m\ m" : les indgalites observc^cs dans les mouvemens des trois 
premiers satellites de Jupiter , et dont nous avons parl6 ci-dessus, 
donnent entre leurs masses , et celle de Jupiter, des rapports d’ou 

il resulte que zz: est au-dessous de deux annees , comrao 

an. 

on le verra dans la theorie de ces satellites ; ainsi Tangle *9 em* 
ploieroit moins de deux ans a parvenir de zero ii Tangle droit ; 
or les observations des satellites de Jupiter , donnent depuis leur 
decouverte , ^ constamment nul , ou insensible ; le cas quo nous 
examinons, n’est done point celui des trois premiers satellites de 
Jupiter^ 

Si la constante c est moindre que Tangle ne fera 

qu’osciller j il iTatteindra jamais deux angles droits, si C est n^gatif, 
parce qu’alors le radical c — 2^»%cos./^ deviendroitimaginaire; 
il ne sera jamais nul , si C est positif. Dans le premier cas, sa valeur 
sera alternativement plus grande et plus petite que zero 5 dans le 
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second cas , ellc sera alternati vement plus grande et plus petite que 
deux angles droits. Toutes les observations des trois premiers satel- 
lites de Jupiter , nous prouvent que ce second cas est cclui de ces 
astres ; ainsi la valeur de C doit ^tre positive relativement a eux ; 
et comme hi th^orie de la pesanteur donne C positif, on peut regar- 
der ce ph^nom^ne , comme une nouvelle confirmation de ccttc 
th^orie. 

Reprenons I’^quation 

dt = — — ; . 

2«/i*.cos.'zy 

L’angle <^tant toujours tres-petit, suivant les observations , nous 
pouvons supposer cos. Tequation precedcnte dou- 
iiera eii Tinlegrant , 

'y = A.8in. (nl\^* +y) 9 

^ ct > 6tant deux constantes arbitraires que robscrvalion peut 
seule determiner. Jusqu^ci , ello n’a point fait reconnoitre cette 
in< 5 galit^ 5 ce qui prouve qu’eJIe est tres^petite. 

De Tanalyse prc^cedcnte, resultent les consequences suivarites. 
Puisque Tangle nt — ne fait qu’osciller 
de part et d’autre de deux angles droits , sa valeur nioyenne est 
^gale a deux angles droits ; on aura done , eii n’ayant ^gard qu’aux 
quantiles moyennes , tz — 5 tz'-h 2 n" = o • e’est-a-dire, que le nioyen 
mouvement du premier satellite, moins trois foia celui du second, 
plus deux fois celui du troisidme , est exactement et constamment 
dgal d zero, 11 n’est pas necessaire que cette ^galil6 ait eu lieu 
exactement ^ Torigino , ce qui seroit infiniment peu vroisemblable; 
il suffit qu’elle ait fort approcli^e, et que n — 3/z'-i-2/z" ait 
c^td moindre, abstraction faite du signe, que <^t alors , 

I'attraction niutuelle des trois satellites , a sufli pour jrendre ce^te 
i^galit^ rigourcuse. 

On a ensuite t- — Se' + ai" egal a deux angles droits; ainsi, la 
longitude nioyenne du premier satellite , moins trois fois ceUe du 
second, plus deux fois celle du troisieme , est exactement et cons- 
tamment egale d deux angles droits, Eu vertu de ce tlieor^me , 
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les valears pr^c^dentes de <r/ et de se r^duisent aux suivantes : 
r==z(mG'^fn!'E*).cos,(nt — n^+i ' — %) ; 
z=z(mH — rn*F*')*mi. ( n't — — i ). 

Les deux in^galit^s da mauvemcnt de m' dues aux actions de m 
et de m", se confondent par consequent dans une seule , et seront 
constaminent reunies. II resulte encore du raeme tlieordme , que 
ces trois premiers satellites iie peuvent jamais etre eclipses a-la- 
fois; ils ne peuA'^ent etre ensemble vus de Jupiter, ni en opposi- 
tion , ni en conjonction avec le soleil ; car les theoremes precedens 
ont egalement lieu par rapport aux moyens mouvemens synodi- 
ques , et aux longitudes moyennes synodiques des trois satellites , 
comme il est facile de s’en assurer. Ces deux th^or^mes subsistent 
malgre les alterations que les moyens mouvemens des satellites regoi- 
ventjsoitpar une cause semblable a celle quialtere le moyen mou- 
vement de la lune, soil par la resistance d’un milieu tres-rare. 
II est clair que ces di verses causes ne font qu^ajouter k la valour 

de une quantite de la forme et qui ne peut devenir 

sensible que par les intc^grations ; en supposant done tt — 
et ^ tres-petit , I’^quation dilferentielle en ^deviendra 

ddo- dd\ 

0= 


La periode de Tangle n t. \/T ctant d’un tres-petit nombre d’ann^es , 

tandis que les quantiles renferm^es dans , sont, ou constantes , 

ou embrassent plusieurs sicclcs ^ on aura a tres-peu pres , en inte- 
grant T(^quation precedentc , 


Ainsi la valeur de «• sera toujours trfcs-petite, et les Equations 
s^culaires des moyens mouvemens des trois premiers satellites , 
seront toujours coordonn^es par Taction mutuelle de ces astres , 
de maniere que T^quation s^culaire du premier, plus deux fois 
celle du troisieme, soit 6gale a trois fois celle du second. 
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Les ih^oremes pr6c6dens donneiit entre les six constantes n', 
n\ f , \ \ deux Equations de condition qui r^duisent ces arbi- 

traires a quatre ; mais les deux arbitraires a et > , de la valeur 
de -BT, les remplacent. Cette valeur se distribue entre les trois satel- 
lites , de mani^re qu^en nommant p, p\ , les coefficiens de 
mi.(nt.\/^’]ry)^ dans les expressions de p'; ces coefficiens 

1 1 1 , . ,-1 ^ ddt, ddl' ddc 

sont dans le rapport des valeurs prdc^dentes de / 

ct de plus , on ap — 5p + 2 p'=K De-la r^sulte , dans les nioyens 
mouvemens des trois premiers satellites de Jupiter, uneinegalite 
qui ne differc pour cliacun d’eux , que par son coefficient , et qui 
forme dans ces mouvemens , une espece de libration dont I’eten- 
duc est arbjitrairc. Les observations ont fait voir qu’elle est iiisen- 
siblcp 

Considerons pr^senlement les variations des excentrici- 
I6s ct des p6rih<^lies des orbites. Pour cela, reprenons les expres- 
sions de df, dfj df'‘ trouvdes dans le n°. 64 : en nommant r le 
rayon vectcur dc w, projet^ surlcplan des x et des^,* p Tangle 
quo cette projection fait avec Taxe des x ^ et s la tangcute de la 
latitude de m , au-dessus du m^me plan j on aura 

jtrrrrr.cos.^^ / y = r.sin.^^; z=rs } 
d’oq il est facile de conclure 


/,!B\ 


/dR\ /aR\ ^ ^ (d 

R\ /dR\ 

r 1— r^.cos.f'.i — l+a.sjn.i' 
Is/ \dr / 

ldR\ (dR\ , . Id 

R\ . /dR\ 

^ j— «. sm. V . 1 ■5^ • cos, V 



On a de plus , par le n®. 64 , 

xdy — ydx = cdt ; xdz <— zdx = ddt $ ydz — zdy = d'dt ; 
les equations dilKrenlielles en deyiendront aiiisi, 
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-....[™..("),.'!^.(")_li^.(«))-‘^.(«), 

df '= (lx . I (" 1 + . cos. p . — rs . cos. p. + « . sin. | 

(.i.,.Q.=-,(^)-=::.(")j. 

Les quantitds c', d' dependent, commc on I’a vu dans le n*. G4, 
de rinclinaison de Torbite de m sur le plan fixe, cn sorte quo ces 
quantiles se reduiroient a zero , si celte inclinaisoii etoit nulle ; 

d’ailleurs, il cst aise de voir par la nature dc 72, que cst 

de Tordre des inclinaisons des orbites; cn negligcant done les quar- 
res et les produits de ces inclinaisons , les expressions prdc^dentes 
de df et de df^ deviendront 

“r'Cs:)) -■ 

or on a 

dx = d*( r, cos. p) ; dy^d,(r, sin. p ) ; edi = xdy — ydx = fdp; 
on aura done 

df = — {(/r.sin.|/+2r^/i^.cos. r'di'.sin.i^.^-^^ ; 

df = (i/r.cos.i;— src/^'.sin.f'}.^-^^ +rWi'.cos.i'.^-^^. 


M£can. ckl. Tome J. 


Xx 
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Ces Equations seront plus exactes , si Ton prend pour plan fixe 
(les X et des , cclui de Forbite de w , a une 6 poque donn^e ; car 
alors c\ c" et s sont de Fordre des forces perturbatrices * ainsi les 
quantiles que Fon neglige , sont de Fordre des quarres des forces 
perturbatrices multipliees par le quarr 6 de Finclinaison respec- 
tive des deux orbites de m et de m'> 


Les valeurs de r, Jr, di^y restent visiblement 

les inemes, quelle que soit la position du point d’ou Fon compte les 
longitudes ; mais en diininuant p , d’un angle droit , sin. p se change 
dans — C03.P, et cos. p sc change dans sin. Fexpression dc df 
se change par consequent , dans celle de d f ^ d’ou il suit qu’ayant 
dcvcloppc la valcur de dfy dans une suite de sinus et de cosinus 
d’angles croissans proportionnellement au temps, on aura la valeur 
de df'y en diminuant dans la premiere, les angles e, /, '®‘, 9 

et 9', d’un angle droit. 

lies quantiles/ et /' d 6 terminent la position du pdrihelie, et 
Fcxccntricitc de Forbite 3 en effet, on a vu dans le n®. 64, que 

tang. / 

T (Hant la longitude du perihclie , rapport^e au plan fixe. Lorsque 
C(‘ plan est celui dc Forbite primitive de viy on a aux quantiles 
pres de Fordre des quarres des forces perturbatrices multipliees 
par le quarre de Finclinaison respective des orbites, etant 

la longitude du perihclie sur Forbite ; on aura done alors, 

/' 


cc ([ui donne 


tang. -or , 




sin.^ == — — 


V//^+f 


cos. 'jy : 


—A~ 

vr-+r 


On a ensuile , par Ic n^. 64 , 

- v/'- +/"+/'“ ; r 


ainsi , c ct c" cUant dans la supposition precedentc , de Fordre des 
Foicos perturbatrices ,/'' cst du meme ordre, et eii riegligeant les 
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termes du quarre cle ces forces, on aura Si Ton 

aubstitue au lieu de V p sa valeur e , dans les expressions 

dc sin. ‘S', et de cos.'^, on aura 

^e.sin.'w=y'' ; e.cos.'ff =y',* 

ces deux equations delermineronl Texcentricite et la position du 
p 6 rih 61 ie, et Ton en lirera facilement, 

^fdf-¥ pdf ; y^e\d^=fd P^-fd f, 

En prenant pour le plan des .r ct des celui de Torbite de m; 
on 0 par les n°*. 19 et 20 , dans le cas des ellipses invariables , 


a . I — e V 


dr- 


r^dv .e.s\x\^(v— 'v) 


i+c.cos. (i/ — 'sr) ^ ’ a.(i'-^e*) 

r'^dv^a^ndt^V \ — e*; 


el par le n®. 65 , ces Equations subsistent encore dans le cas dos 
ellipses variables 3 les expressions de d/' et de dp* deviendront 
ainsi , 


an dt f 

df = {2.C0S.</ + 7e.C0S.'8r4.i<?.C0S.f2i^ — ^j] ♦ *7“ 1 

— a'ndt.V 1 — e\sin. 

andt f , , . , . , fdR\ 

dj = « ( 2 .sm. ^•sin.'sr-j-i ^,sin. (2v — "T’ ) 

^o^ndt* i — e\C03,p,(^^ ; 


partant 


ed'i 


andt 


a* .ndt.\/ I — e' 


3 \.n,(p — 'a). {2 + e.cos. (p — 


.cos. (p — 'tr) 




de=^ {2. cos. (p — 'y^ + ^ + ^.cos.Y^ — 

a^ndt / . /dR\ 

V i-^e\ 3 in.(p— 


Xx 2 
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Cette expression At de pent £tre mise sous une forme plus com- 
mode dans quelques circonstances. Pour cela, nous observerons 

que substituant pour r et dr ^ 

leurs valeurs pr6cedente», on aura 

r’'dp.e.^\Xi.(v^>rg) i — ^“^.d/? — a.(i — 

or on a 

4 7 4 7 , i/ : 7 ndt. ( I +e.cos.fv — 

r^clp = a ndt. V i — e ; dp = ^ ; — ; 

par tan t 

a^ndt^V 1 — e 

a.(i^e^) andt /clR\ 

4 {l + ^.C 03 . (-7-* ) r 

« eVi— e» J 

I’expression precd‘dentc de de Jonnera alnsi , 

andt.\^\ — e® /dR\ a-fi — <?*) ■, « 

ede^ •(-7-) .di?. 

On pout parvcnir fort siinplemenl a cettc formulc , de la maniere 
suivaiitc. On a par le n^ 64 , 

dc /dn\ /dR\ /dR\ 

mais on a par Ic meme n®. , c— 1 — , ce qui clonnc 


dc =: 


da,\/fxa(i — e“j ede^s/f/a 

a a 


parlaiit 


^ andt.V /dR\ da 

cde^ .( — 1 — e J, — ; 

{A \dv J ^ ^ 2a“ 


on a ensuitc , par Ic n°. 64 , 

/u da 




On aura aiiisi pour edcy la mcmc expression que ci~dessus. 
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68. Nous avons vu dans le n®. 65, qiie si Ton neglige Ics 
quarr^s des forces perturbatrices ; les variations du grand axe et 
du nioyen mouvement , ne renferment que des quantiles periodi- 
ques dependanfes de la configuration des corps rti ^ m\ m \ &c., 
entre eux. II n’en est pas aiiisi des variations des excenlricites el 
des inclinaisons : leurs expressions diflereutielles coiiticnnent des 
terines independans de cetle configuration , ct qui, s’ils etoient 
rigoureusement conslans , produiroient par I’inlegration , des ler- 
Hies proportionnels an temps , qui rendroient a la longue , les 
orbiles fort excentriques , et tr6s-inclin<^es les unes aux autres j 
ainsi, les approximations prcc6dentcs, fondees sur Icpeu d’excen- 
tricite et d’iiicliiiaisoii respective desorbites, deviondroient iiisulfi- 
saiites et iiieine laulives. Mais les lermes constans cii apparcnce, 
qui entrent dans les expressions dilferentielles des excentricites ct 
des inclinaisons , sont fonctions des (Siemens des orbites , cii sorlc 
quails varient avec unc extreme lentcur , a raison des cliangcmens 
qu’ils y iniroduisent. On congoit qu’il doit eu rdsulter dans ces 
elemens, dcs inegali(<5s considerables, independantes de la confi- 
guration mutuelle des corps du systemc, et dont Icsperiodes depen- 
dent des rapports des masses m, &c. , a la masse M, Ces iru^ga- 
liles sont cellos que nous avons nomm(5es precedemmeut,//?e^a/iYes 
seculaires y et que nous avons considerees dans le Chapitre VII. 
Pour les determiner par cette melliodc, reprenons la vak ur de df 
du n". preccklcnt , 
andt 

df = : . { 2 . COS. v+\e, 

\/ 1 — e ' 

— a'ndt, V i — 

Nous negligerons dans Ic devoloppcmcnt de cettc equalion , ks 
quarres ct les prodiiils des excenlricites et des irieliiiaisons dcs 
orbiles; et parini les termes dependans des cxcentricitc's et des 
iiicl imiiso ns , nous ne coriscrveroris que ceux qui sout constans: 
nous SLipposerous ensuitc , conime dans le n° 48, 

p s t'' = n£ + «'+ 


cos. -P ’ e • cos.^" 2 V — ^ 
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Ce]a pos6 ; si Ton subslituc pour R , sa valeur trouv^e dans le 
n”. 48 j si Ton considcre ensuile , que Ton a par Ic meme u“. , 





enfiii , si Ton substitue, an lieu de et leurs yaleurs 

— <?.cos.("w^4*‘ — — 'bt^, 
ct 2 e ' donnees par le n^ 22 ; cnne conservant 
quo les tcrmes conslans parmi ceux qui dependent de la premiere 
puissance dcs excenlricites des orbites, et en negligeant les quarres 
dcs cxcentricitcs ct dcs inclinaisons , on trouvera . 


am'ndt 






/ddA^^y\ 

\ da da y 


. , , . / f ^ , fdA^O\ , , 

■Yam licit* e .sin,^ . | 1+ ' 

f /d/|CO\ 'I 

•-•am'ndt*^* -j— j j .sin. {i*(n't — 

le signe integrals s’clendant dans celtc expression, comme dans 
la valeur dc R du n®.48, a toutes les valeurs entieres positives 
ct rn^gatives de i , en y comprenaiit meine la valeur i = o. 

On aura par le n®. precedent, la valeur de df\ en diininuant 
dans cellc dc df^ les angles c, t', ^ ct t?', d’uii angle droit j d’oii 
Ton lire , 

A-amndt*z. + 


Noinmons , pour abreger , X la partie de i’cxpression de df^ 
renrenii6e sous le signe 2 , et la partie de I’expression de dj\ 
renrermce sons le meme signe. Faisons de plus , cgninie dans le 
n®. 55, 


^ ^ m'.ii f ^ /d//w\ , , , 
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observons ensuite , que le coefficient de dans Texpres- 

sion de df^ se r^duit a [oTJ] , lorsque Ton y substitiic, au lieu des 
differences partielles de^^'^en a,leurs valours en differences par- 
tielles relatives a a; enfin, supposons comme dans le ii®. 5o, 
e. sin. 'w = A ,• e'. sin. 'tt = h' ; 

^.cos. = / / e'.cos. ; 

ce qui donne par le n®. precedent f'T=zyLh; ou simple- 

inent /= ^5 / " ? en prcnant pour unite dc masse, ibf, et ncgli- 
geant m , eu egard a M; nous aurons 

^ :=i(o \),l — +am'n,Y ; 
at 

~ = — (o^i — am'n.X, 

d t 

De-la , il est ais6 de conclure que si J’on nomine ( Y ) , la somme 
des lermes analogues a a mn.Y^ dus a raction de cliacun des corps 
m', m"^ &c. , sur m ; si Ton nomine pareillement (X) , la somme 
des termes analogues a — am'n.Xy dus anx m^mes actions; cnlin, 
si Ton marque successivement , d’un trait, de deux traits, &c., ce 
que deviennent les quantites (X),(X), Aet/, rclativemciit aux 
corps m\ m \ &c. ; on aura le syslemc suivant d’cqualioiis diffe- 
renlielles , 

^=={(o,i) + (o, 2 )+hc.} Y)S 

S' ^ + &c. } . j - [UB -i-lin]- 1"- H^'); 

&c. 

Pour integrer ces equations , nous observerons que chacune des 
quantiles A , A', &c. , est form6e de deux parties; I’une d6pen- 

dante de la configuration mutuelle des corps m, m\ &c. ; I’autre 
independante de cette configuration , el qui renferme les variations 
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seculaires de ces quantiles. On aura la premiere partie , eii consi- 
derant que si Ton n’a egard qu7i elle seule , 4 , /, h\ l\ &:c., soiit 
deTordrc des masses perturbatrices , et par consequent, 

(^ 0 , 1 ^./, &c. , sont de I’ordre des quarres de ces masses \ en negU- 
gcaiit done les quantiles dc cet ordre , on aura 


dh 

It 





dh' 

jt 


^cr) 


i 


di’ 

It 




paitant 

h^f(Y).dt f l=:fCX).dt ; h'^f(r).dt; &c. 

Si I’on prend ces intcgrales , en n’ayant point ^gard a ]a variabililc 
des (Clemens des orbites , et que Ton nomine Q , ce que devient 
alors f(Y),dt; en nomrnaiit i'Q ^ la variation de Q>, due a celle 
des el e mens, on aura 


f(Y).dt==Q-^f^Q; 

or Q t5tant de Ford re des masses perturbatrices , et Ics variations 
des (51(5mens des orbites, etant du meme ordre , ^ Q est de I’ordrc 
des quarres dc ces masses j aiiisi , en negligeant les quanlit^s de cet 
ordre , on aura 

f(Y).dt=Q, 

On pent done prendre les int(^grales f(Y), dt,f(X). dtj( Y ') . dty &c., 
en snpposant les elernens dcs orbites , constans , et regarder en- 
suite, ees tdeinens coninic variables dans les intcgrales^ on aura 
ainsi d’ line manic re fort simple, les parlies periodiques des expres- 
sions dc /r, /, h', &c. 

Pour avoir les parties de ces expressions , qiii renferment les 
in(^galiles seculaires ; on observera qu’elles sont doimees par Tiii- 
tegration des equations diirerenlielles precedentes privees de leurs 
deriiiers lermes , (Y) , {X) , &:c. ; car il cst clair que la subs^- 
tiliUion des parlies periodiques de h, /, Iiy &c. , en fera dispa- 
roilre ces termes. Mais en privant jces Equations, de leurs derniers 
termes , ellcs retombent dans les equations difl’erenticlles dn 
n°. 55 , que nous avons considerdes precedemmejit avec beaucoup 
d'eteiidue. 


69. 
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6q« Nous avons observe dans le n®. 65 , quo si les moyeus 
mouvcmens /it et /it , des deux corps m et m', sont u fort peu pres 
dans le rapport de i' a en sorte que /'w'— in y soil une tres-pclile 
quantile ; il pent en resulter dans les nio 3 i^ns nioiivcmens de ces 
corps, des in^galiles fort sensibles. Ce rapport des inoyens mouvo- 
mens , peut aussi produirc des variations sensibles dans les excen- 
tricito des orbites, et dans la position de leurs perih61ies. Pour les 
determiner, nous reprendrons I’equation trouv 6 e dans le n®. 67 , 


ede = 


andt. V/ 1 — 


fdR\ a.(i 

\d7) 




dM. 


II resulte de ce que nous avons dit dans Ic n“. 48 , quo si Ton 
prend pour plan fixe, celiii de Torbite dc w, a une ^poque don nee , 
ce qui perniet de negliger dans i?, I’inclinaison tp de I’orbite //z, sur 
ce plan ; tons les tenues de I’cxpression de li depcndans de Tangle 
i'/i^t — inty seront compris dans la forme suLvante , 

m'^*co3. (i' n* n i' t — i* — g^—grr ^' — > 


£, i'y g, gj g'* etant des nombres entiers lels que Ton a, 
o—i'^i—-g^g~^g \ Le coefilcient k a pour facteur 
gy g\ g 6 tant pris positivcment dans ces exposans : de plus, si 
Ton suppose f et V positifs , et i' plus grand que ij on a vu dans le 
n®. 48 , que les termes do R qui dependent de Tangle int — inty 
sont de Tordre i' — ou d’un ordre sup 6 ricur de deux, do 
quatre , &c. , unites ; en n’ayant done egard qu’aux termes do 
Tordre V — i, k sera de la forme €^.e'^\(iiXTig,i^X'*Q y Q etant 
une fonction independante des cxcenlricites et do Tinclinaison 
respective des orbites, Les nombres gy gy g\ renfermes sous le 
signe cos, , sont alors positifs ; car si Tun d’eux, par cxemple, 
<^toit ndgatif et egal ii — f y k seroit de Tordre y’+g-' 4 * g*' ; mais 
T^quation o = i ' — i — g — g — g ' , donne f+g ^g' =■ /! — i + 2 f ; 
ainsi k seroit d’un ordre supericur a V^iy ce qui cst contra la 

• . ^ (dR\ fdR\ 

supposition. Cela pos6 , on a par le n’’. 48 , f — j== f — j, pourvu 

que dans cette demiere dififi^rence parUelle, on fasse cons- 

QjkL, Tom^ I, Y y 
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lant ; Ic termc cle > corrcspondaiit au lerrac precedent de R, 

esl done 

m' I — % — i% — — g 

Lc tcrnic correspondant de dM est 

m', ini. dt.i3m.( in't — V — i t — g^ — — g ; 


v\] ii’uyant done dgard qu’i cestermes, et cn ncgligeant e* vis*a- 
vi;s do runilc, Fexpression pr6c6dente de ede^ donnera 


m'aiult , . V/ • < r nm \ 

(le rj= . — .Sin (i n t — int-\‘Lt — ii — gi: — g'v — g ^ j , 


E 


or on a 


^ ~ g.es-' .eV.ftang. Q = 
on aura done cn integrant , 


man / dk\ . , , . , , /jA/y 

'■ Vi;. - -u-g^-g—g 9 

]\[ain tenant, la sonirnc dc Ions Ics tonnes de i?, qui dependent de 
Fangio i'nt — int^ ctunt representee par la quaiitite suivantc , 

m' . F . sin.f i'nt — int -F /'i'— ii)+m*P\ cos. ( int-^int -F i'l — ii) . 

la parlic corrcspondaiitc de e sera, 


m'.an (/dP\ , , , /dP'' 

« \ ( -r- ]* sm.( in 1 1 — i0 + (“ 7 “ 

( I n — m) [\de / \de 


^,cos.(i^n't — int-\- ii^ii ) 


( 'Ctte inegalile pent devenir fort sensible , si le coefficient i'n — in^ 
est tres-petit, conune cola a lieu dans la tlieorie dc Jupiter et de 
Satiirne. A la V(!’rite , elle n’a pour diviseur , que la premiere puis- 
sance dc in — i n , landis que Fin(5galit^ correspondante , du inoyen 
inouvomcnt, a pour diviseur, la scconde puissance de cette quan- 


titc 


, coniine on Fa vu dans le n®. G5; mais (^) 


d’un ordre iiiferieur ii P et P', Finegalilo de Texcentricite pent 
otre considerable , et inline surpasser celle du moyen mouveinent, 
si les excentricitos e et e' sont tres-petites ; nous cn verrons des 
oxcinplcs dans la tlieorie des satellites de Jupiter. 
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Delerminons presentemcnt,rinegalit6 correspondaiile du mou- 
vemeut du perihclie. Pour cela, reprenons le.s deux equations, 

aiixquelles nous sommes parvenus clans le n®. 67. Ccs equations 
donaent 

df = f/. c/<?.cos.'» — ; 

ainsi, en n’ayant egard qu’a Tangle i'nt — iiit -j- ie'— •«£— g'lr— ^V— ^'9', 
on aum 

df~ m\ andt, • cos. sin.f' in^t — lnt+ i't — it — gv — — g S') 

— fjt.e dv. sin. 'V, 

Representons par 

. {:os.( i'ni — — it — gv — g^^' — g ^ ) > 
la partie dc i^ed'v j qui depend du meme angle ; on aura 
df = m'.andt. | j •sin.{^ i'n't-inti-ii'-it-C g- X g S' ) 

m andt r f ' ^ t •.♦//• >. v t t ^ 

•sin.( i n t — intdrii — n — (g’V 1 — g 

II est aisc de voir par la derniere dcs expressions de df^ don- 
nees dans le 11°. 67 , que le coefficient de ce dernier sinus , a pour 
facteur S ^ csl done d’un ordre superieur de 

deux unites, accluidc^ — ^j aiiisi, en le negligcaiit vis-a-vis 
de(J;), on aura 

m.andt / dk\ .... . , . 

— ~ l.cos. (int — — It — g^ — g'^’^g ^ ) ? 

pour le terme de ed^, qui correspond au terme 

m'k . cos. ( i n't — int+ Hi — it — g^rt — g'rs^ — ^’S !) , 

de I’expression de R. II suit de-la , que la partie de , qui corres-^ 
pond a la partie de /?, exprinn^e par 

/w'P.sin. f i'n't-^int^ii — it) -{-m’P'. cos. (i'n't — int+i't' — i*. ) , 

Yy a 
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[f^).cos. ("iVi— If i'n'l—int-\-i!t~U ) ] ; 

—in).e l\«^V \“^/ J 

on aura done ainsi , d’une raaiiicre fort simple, les yariations de 
rexccntricite ctdup^rihelie,dependahtesde Tangle 
lilies sont lices a la variation ( du inoycn mouvement , qui y cor- 
respond, de manierc que la' variation de I’excentricite est 

Zin \dedt)^ 

el la variation dc la longitude du perilielie , est 

( i'n-in) /^\ 

Zin.e \de / 

La variation correspondantc , de Texcentricit^ de Torbitede m', 
due a Taction de m . , sera 



Zin.e \dedt)^ 

ct la variation de la longitude dc son perilielie , sera 

(i 'll -in) /^\ 

3i'n\e \de 

et comnic on a par le n^ 65, 
scront 

m.\/^a / dd' \ ^ 

Zi'niw!.\ra \de,dtj^ Zi'n.e.m’.y/^a' \de J 

Lorsque la quantite i'n — in^ est fort petite , Tinegalite dependante 
de Tangle i'nlt^int^ en produit une sensible dans Texpression 
du nioycn mouvement , parmi les lermes dependans des quarrds 
dcs masses perturbatrices ; nous en avons donne Tanalysc dans le 
n®. 65. Cette meme int^galit^ produit dans les expressions de de et 
de rf-nr , des telmcs de Tordre du quarri^ dc ces masses , et qui n’etan t 
fonclions que dcs eltoens des orbiles , ont une inlluence sensible 
8ur les variations s6culaires de ces elemens. Considerons , en effet, 
Texpression de de^ d([’pendante de Tangle int—int. On a, par 
ce qui precede, 

m .an^h {fdP\ . , , . . /dP'\ ... 1 

de=^ — . 1 ( /i t^int+i % t L 




m a 


7.^, ces variations 
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Par le ti®. 65 , le moyen inouvement nt doit ctre augmente dc* 

AP*co^rint—int-\'i'%-'U j— P'.sin.fi'/zY— is ) ) , 

ftn— '• 

etle moyen mouYement nt^ doit etre augments de 


ZmanH m.\/‘ a 

{i'n^inf .yi.* m d 


{P. iV— ie P'* sin/ iVz7— i/z^+iV— z/)} 


En vertu dc ces accroissemens , la valeur de f/(?, sera aiigmenloe 
de la fonction 




a/x“y ^ ^ \(ie / \dc J 

et la valeur de d<w sera augmenlee de la fonction 

Zma\i.n^.dt r r^f , -t /-'■> f n rtf /dP'\) 

7 -— — , [i,m .i/^ +i .m, l/fl) .{ P. [ — l+P .( — 1 } 

S/x*.^a .fin — ^ M \dej \de J y 

On trouvera pareillcnlent cj[ae la valeur de de' sera augmcntce tie 
la fonction 

^ma^.y^a.in^dt ^ ^ f r, /dP'\ j., /dP\) 

et quo la valeur de d v' sera augmenlee de la fonction 

Zma\\/~a,iv?>dt i . , r-i >• f n rt, (dP'W 


Ces dilTcrens termcs sont scnsibles dans la theorie dc Jupiter cl de 
Saturne , et dans cclle des satellites dc Jupiter. Les variations de 
e, e^^ et <ar', relatives a Tangle int-^int, peuvent encore introduire 
quelques termes coiistans de Tordre du quarre des masses pertur- 
batrices , dans les diflerentielles de , de\ d'7et d'^\ et clependans 
des variations de e\ fv et relatives au meme angle ) il sera 
facile d’y avoir egard par Tanalyse pr^cedente. Enfin il sera facile , 
par notre analyse, de determiner les termes des expressions de e, -jy, 
e' et -ar', qui dependans de Tangle int — int+i'i — i? , iTont point 
i'/z'— i n , pour diviscur , et ceux qui dependans du meme angle et 
du double de cet angle, sont de Tordre du quarr 6 des forces pertur- 
batriccs. Ces diff^rens termes sont assez considerables dans la theo- 
rie de Jupiter et de Saturne, pour y avoir ^gard ;nous les develop- 
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pcrons avec F^tendue qu’ils exigent, lorsque nous nous occuperons 
de cette theorie. 

y 0, Detcnninons les variations des nojuds et des inclinaisons 
des orbilcs , et pour cela , reprenons les Equations du n®. 64 , 

Si Ton iFa egard qu’a raclioii de w', la valour de 7? du n®. 46 
(lonnc 


/(in\ /dR\ r 1 

\ax/ \ay/ 


( + i'V {(x'-xn(y'-yn(>.'-i}'Y 

- I— a:. I j=m . z—xz' j . ) P ; 

I ('.r’+y *+»'“/ {ix’-x)'-lr(y'-y}'\(i-i]']' 

^ 

' ' u-»'‘+y‘+s'‘j' {CA''-*j*+(y-j'.)*+(»'-zj*}‘ 


’dn\ /dR 

Suit niainlcnant, 


-=p; 




l('s deux variables peiej delermineront, par le 64, la tangcnle 
de I’inclinaison p de I’orbitc dc /n, et la longitude 5 de son iia'ud, 
au jnoycn des wpialions 

tarig.?=^/j 9 ‘+gF“ ; 1angJ = -, 

9 

Nonimons p\ q\ p\ q'\ &c. , ce que deviennent p et j' , relati- 
vcment aux corps ;//, m\ &c. : on aura par le n'*. 64, 

^ ly ^ qy—px ' ; &c. 

La valeur pr^cedente de p , differentice., donne 
dp I ( dd’—pdc ] 
di ]' 

cu siibstiiuaut au lieu de dc ct de dc*\ leurs valours, oii aura 



dt 
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m' 

c 




.( 1 , L ,) 


On trouvera pareillement 


dq m' 
dt c 


{(p'-p).xx'+(^-q').xy}.l j 

l(V*+7’*+2''‘j‘ 


i .,| 


Si Ton substitue pour a; , j , a;’, y\ leurs valeurs r.cos.f' , r.sin,f», 
r'.cos.i^', r.sin.*^' j on aura 

( (p-p)»xy = ('7^)''^’ • <^'+W-cos.('v'~rj } 

+ ^“ j -sin. J ^ 

(p-p)>xx+(q—q').xy' = /-/-'.{cos.fp'-l-vj-fcos ( p'^p)) 

I'iii negligeant les cxceniricit^s et les inclinaisons des orbites , 
oil a 

r=a ; p=:nt-{-i ; r'=a } = + 

ce qui donne 


(a'*+y»+2’V* {{x'-xfMy'-yfM^-^TY 
on a de plus , par le n®. 48 , 


{a*— flafl .cos/ii7- nf+i'-= jf a'* } ‘ 


i, 2 , ^(0, cos. i ( rJt-jit^ »'-"f j; 

(a®— 2 fla'.cos.('n'f— fj+fl'*}* 

le signe integral s s’etendant a toutcs les valeurs endures , positives 
et negatives de i, en y comprenant la valeur i = o ; on aura ainsi, 
en negligeant les termes de I’ordre des quarres et des produits 
des excentricites et des inclinaisons des orbites , 
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Y r= — — .-Y.fcos.fn't+ni+i'+ij— co».(' n' I— nt + «'— 0 } 

(U 2c a* 

+ . ““ . { sin.(" +«/+«'+ 0 -* sin.(' nt-^ + f J } 
a c a “ 

4c 

+ {3in.[(' /+ 1 ).( nt^nt-i'-i )]-sm,[(i -{- 1 ).(nt'nt-\-6'’-i)’)r2jit-\’2i ] } ; 

4c 


(^n (p—p) m'a , . , ^ ^ 

7 — • [cos.(ni+nt+t +^j+cos.(^;^^~«^+t— tU 

(it ac 0 “ 

+ •“■;“•{ sin. + 71/ + *' + 0 + sin. (nt~-nt + J } 

ac a* 

{cos.[('i-fO.('w'f-72^4-«'-*j]+cos.[('/-f i -« >)4’277^4-ae]} 

4 c 

4c 

Ltt valour /=— i , dorme dans rexprcssioii de la quantile 

constantc tons les autres tcrmes de I’ex- 

4c 

pressiou de , sont pcriodiqucs : en ddsignant par P, leur sonune, 
et observant que par le n®. 48 ; on aura 

fit 4c 

On Irouvera par le menie procedd , que si Ton designe par Q , la 
somme dc lous les lermes p^riodiques de Fexpression de j, on 

(t{ 


aura 


Si I’on n6glige les quarres des cxccnlricit^s et des inclinaisons des 
orbiles , on a par le 64, €=■[/ p-a} en supposant ensuile p=^i 

ou a n'a = j, ce qui donne t?=~i laquanUle — — , de- 

vient 
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vient ainsi , 
on aura ainsi ^ 


■ , ce qui par le n®. Sg est ^gal a ('0,1 ); 


^ =» ('o, 1; . Cp—p') + Q. 


11 suit (le-l*^, que si Ton cl6signe par (P) et (Q) j la sommc dc 
loutes les fonctions P et Q , relatives a Taction des diffcreiis corps 
m\ m\ &c. , sur m; si Ton dtSsignc pareillemeiit par (P')-^ ( Q')^ 
( P") , ( Q') , &c. , ce que deviennent (P) (Q) y lorsque Ton y 

change successivemenl les quantiles relatives a dans celles qui 
fiont relatives a m\ m\ &c. , et r^ciproquement ; on aura pour 
determiner les variables q ^ p\ q\ p\ &c., le syst^me sui~ 
vant d’equations differentielles , 

^=—{('o,i;+('o,2;+&c.}.2r+('o,i;.sr'+co,2;.y'+&c.+cp;,- 

^ = [(o,iH(o,!i)+^c.}.p—(o,i) .p'— ( 0,2) .p"— &C. +('<?;; 

^ =— ( C 1 ,0; + C 1 J'i.) +&C- } • y'+Cl >0; . y+(' J ,2; . q" + &c. + c' P'); 

^ = {if i,o; + ( i,2j + &c.} .p'— ( \,o) .p—( 1,2) .p"— &c. + ( Q); 
&c. 


L’analyse du n®. 68, donnc pour les parties p6riodiques dep, 
p', &c. , 

p^f(P).dt ; q=-f(Q).dt; 

P=f(P')^dt; q^^f(Q)^dt; 

on aura ensuite les parlies s^culaires des meraes quantiles , en inte- 
grant les equations differentielles precedentes, privees de leurs 
derniers termes (P)y(Q)y( P') ? &c. ; et alors , on relombera dans 
les equations (C) du n°» 69, que nous avons considerees avec assez 
d’etendue , pour nous dispenser de revenir sur cet objet. 

M^can. ctL. Tome L Z z 
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y 1 . lleprenons les equations clu n". 64, 

l/c'+c"* ^ c" 

tang. ? = ,• tang. 9 = — ; 

c c 

d'cii resiiilcnt celles-ci , 

c* 

— = tang, p , cos. d ~ = tang. ? . sin. 

En les (lifKrcnliant, on aura 

r/.lang.(p= {c/c'.cosj-frfc'.sin.^ — rfc.tang.i^} ; 


rZO. tang. ? (r/c^.cos. 9 — t/c'.sin. 9 ] , 


Si I’on substituc dans ccs equations , au lieu de ^ ? Icurs 

, A//?\ /dR\ /dR\ /dR\ /dR\ /dR\ 


el aulieu de cos deriiicrcs quantiles, Icurs valcurs donnees dans 
le \i'\ 67 j si run observe de plus , qiie s — tang. 9. sin. (fe — ; on 

aura 


r//. tariff. .cos. A'— ^ ) ( /dR\ , ^ ^ /dR\ ') 

r 

dt.tang. ^.sin.('e— 57 f /dR\ . , /d/?\ ) 

r— 


Ces deux equations differcntiellcs do term incron t directement Tin- 
clinaison de I’orbite ct le mouvemeiit dcs noeuds. Elies donnent, 
sin. — ^),d. tang.^ — e? 9 . cos. (p — 9^ , tang. ? = o ; 
equation quipeut seddduirc encore dccelle-ci, .9=tang.p. sin.(^ p — 9 )• 
cn rffet, cellc demi^'rc equation etant finic, on pent par le n"'. 65, 
la diflerenticr , soil en regardant et 9, conime constans , suit cn 
Ics traitant coniine variables; en sorte que sa different idle prise 
eii nc faisant varier que p ct 9, cst nulle; d’ou r^sulte Tequation 
differcntiellc prc^c^dente. 
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Siipposons luaintenant que le plan fixe soil extr^inement pen 
incline a I’orbite cle m , en sorte que nous puissions iiegligcr les 
quiirres de s et de tang. ^ ,• on aura 


d * tang. 

J9.tang. (p = — 



en faisanl done coniine prec^demment , 


p ~ tang. <p • sin. d y ^ = tang, p . cos. 5 ; 

on aura, au lieu dcs deux equations dilT^reiiliclles prcccdcnles, Ics 
suivanles , 


, dt /dR 


r)- 

dR\ 

77 

or on a 5 = 5 ^.sinf^. — p.cos.Py cc qui doniie 


dp = -.sin-i^ .1 


— L- 

sj tiD.y\dciJ J cos.v 


\ds 



par Ian t 


dt /dR\ 

^‘’=- 7-0 


On a YU dans Ic n°. 48 , que la fonction R est indcpendanle dc la 
position du plan fixe des x et dcs ; en supposant done tons Ics 
angles de cette fonction, rapportes a I’orbite dc m, il est visible 
que R sera fonction dc ces angles , et de I’inclinaison rcspcclive 
des deux orbites , inclinaison que nous de.signerons par (p/. Soit 9/ 
la longitude du noeud dc I’orbite de m'y sur I’orbite de m ; et suppo- 
sons quo m'A. ('tang. <p/^^ ,cos,(irit — intdr->^ — g* soit un tcrmp 

de R , dependant de I’angle i'n't — int : on aura par le n". 6o , 


tang.p/,sin.9/=/7'-— p y lang.(p/,cos. 0/ = ; 

Zz SI 
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d’ou I’on tire 

/'tnriir n ' If tiin „.9 f _ “‘{<’9 -p) .. 

f tang. 9, y . sin.g'fl, = ' 

tiiniT rnn ^ fl f _ {9''? + (p-P^V^' )' + . 

tang. . COS. g- ^ > 

Ell n’ayant done ^gard qu’au terme pricident de i?, on aura 


= — g-. ( tang. . m!k . sin. { i'ri t — int ^^ — 

= — g*. (^tang. .mh.cos,{i'n't — int-^ A — (g — i • 
SI Ton substiluc ces valeurs, dans les expressions pr^c^dentes dc dp 

(X 

el dc dq ^ et si I’on observe qiie Ton a a tres-peu pres , r=: — ; 
on aura 


\iR 

^dp 

dR 


qr^ 


tr.m'k.an 

— ( tang. * y-' 


p.m'k.an 
fx.(i'n* — in) 




• sin. { i'nt— ijit+A — ( g — i ^ . 0/ } ; 
*cos,{in'^t — int^A — (g — i 


En substituunt ces valours dans I’equation s = ^r.sin, v — •p*coa.Py 
un aura 


s ^ — f. ; 7— ( tang.O^^ •sin. [i'nt — int — p-hA^ — (g — 1 )*^!\ . 

IX. (in — in) '13 

Celte expression de s est la variation de la latitude, correspondante 
an terme precedent de R : il est clair qu’clle est la meme, quel que 
soit le plan fixe auquel on rapporlc les mouveraens de m et de m\ 
pourvu qu’il soit peu incline au plan des orbiles 5 on aura done 
ainsi la partie de Fexpression de la latitude , que la petilesse du 
diviseur i'n — in pent rendre sensible. A la verit6, cette illega- 
lity de la latitude, ne renfermant ce diviseur, qu’a la premiere 
puissance 3 elle est sous ce rapport , raoins sensible que rin^gality 
correspondante dc la longitude nioyenne, qui renferme le quarr^ 
de ce diviseur 3 maia d’un autre coty , tang.tp/ s’y trouve yiev^ 
a une puissance moindre d’une unite 3 remarque analogue a ceJle 
que nous avona faile dans le n®. 69 , sur rinegaliiy correspondante 
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des exeentricites des orbitea. On voit ainsi , que toutes ce» 
lit^s sont li^es entre elles , et a la partie cdrjpespondante de iZ^^i paxi 
des rapports trfes-simples. 

Si Ton difiKrerifie les expressions pr^dentes de p et de <7, ei 

si dans les valeiirS de ^ et de ~ , qui en r^sultent, on fait croitra 

les angles n ^ et n^t , des in^galit^s des moyens raouvemens , d^- 
peridantes de Tangle i'nt — int y il en r^sultera dans ces diff^ren- 
tielles y des quantit^s qui seront uniquement fonctions des Kidmens 
des orbites , et qui peuvent inftuer d^une msmi^re sensible , sur 
les variations s^culaires des inclinaisons et des tioeuds, quoique de 
Tordre des quarr^s des masses perturbs trices 3 ce qui est ana- 
logue a ce que nous avons dit dans le n®. 69 , sur les variations 
seculaires des excentricit^s et des apWlies, 

y 2 • II nous reste a considerer la variation de la longitude • do 
Tepoque. On a par le n*. 64 ^ 

(/dEO^\ /dECO\ 

di=zde. (p — ':r^+“.f-j^>.sin.2 + &c.} 

— d'^i (jE^'^cos. ( p — v) + E^^Kcos,2(p—'v)-+^ &c.}/ 

en substituant pour &c. , Icurs valeurs en series ordon- 

iiecs suivanl les puissances de e , series qu’il est facile de Conciure 
de Texpression g6n6rale de du rf* i 6 y on aura 

di = — 2 de. 3 in, ( p — 'J!r^H-2 0.fl?^.cos. (p — v) 

^rede, { ]-f } .sin.2('5'-3r^-e*c?^. }.cos. 2 (^ p-m ) 

— { 1 +&C.} .sin.Sf'i^ — v)^e^^d^. {i + &c.} .cos.3('v— 

4- &C. 

Si Ton substitue pour de et erf'^jleurs valeurs donnees dans le 
n°. 67 5 on trouvera , en ne portant la precision que jusqu’aux quan- 
tiles de Tordre inclusivement, 


= — ^ ^ — J^*cos. 'ar^+e^cos.2(' 1/ — 

andt ^ /dB\ 

— - — .e. 3 m.(p—'ir). {l+j^.C 05 . •( — )• 

c a V \dvj 
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I/expresaion g^n^rale de d% contient des tenues de la forme 
mk, ndt, cos ( i'nt — in t-^ par consequent I’expi'ession de f 

. Ill* f . 

en conlient de la forme — — r-. sin. (int — ; mais il 

est facile de se convaincre que le coefficient k dans ces tcrmes, cst 
de I’ordre i! — i, etqu’ainsi, ces termes^sont du ineme ordre que 
ceax de la longitude raoyenne , qui dependent du nieine angle. 
Ceux-ci ayanl pour diviseur , le quarre de in! — in i on voit que 
Ton pent negliger a leur 6gard,les termes correspondans de i, 
lorsque in ' — in est une tres-pelile quantite. 

Si dans Ics tcrmes do I’expression Ag di ^ qui sont uniquenienl 
fonctions des elemcns des orbites , on substitue au lieu de ces ele- 
mens , les parlies s^culaires de Icurs valcurs ; il est clair qii’il en 
resullcra des tcrmes conslans , et d’autres termes affectes des sinus 
et des cosinus des angles dont dependent les variations seculaires 
des cxccnlricitcs ct des incUnaisons des orbites. Les termes cons- 
tans produiront dans I’expression de t , des termes proportion n els 
au temps , et qui sc confondront avec le moyen mouvement de ni, 
Quant aux termes aflectes de sinus et de cosinus, ils acqucrroiit 
par rintegration , duns rexpression de « , de tres-petits di\ iseurs 
du meine ordro que les forces perturbatrices j en sorte que ces 
teriiies <5tant a-la-fois multipli^*s ct divises par ces forces , ils pour- 
ront devenir sensibles, quoique cle I’ordrc des quarres ct des pro- 
duils des cxcentricites ct dcs inclinaisons. Nous verrons dans la 
tlicorie des planetes, que ces tcrmes y sont iiisensibles ; mais ils 
sunt tres>sensibles dans la tlieorie de la lime et des satellites de 
Jupiter , et e’est de ces termes , que dependent leurs equations secu«- 
laiies. 

On a vu dans le n®. 65 , que Ic moyen mouvement de /ti , a pour 

expression ^.ffandt.AR^ ct que si Ton n’a egard qu’a la pre- 

iniere puissance des masses perturbatrices , djR ne renferme que 
des quanlites periodiques. Mais si Ton considere les quarres et 
les produits de ces masses , cette diiferenlielle peut contenir des 
tcrmes qui sont uniquenient fonctions des elemens des orbites. 
En y substituant au lieu de ces elemcns , les parties seculaires de 
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leurs valears ; il eii r^sultera Aes termcs affect^s des sinus et clcs 
cosiiius des angles dont dependent les Tariatiuus siculaires des 
orbites. Ces termes acquerront par la double integration , dans 
Texpression du moyen mouvcment , de tres~petils diviseurs qui 
seront de Tordre des quarr^s et des produits des masses pertur- 
batrices; en sorte qu’etant Ma-fois multiplies et divises par les 
quarres etles produits de ces masses, ils pourront devcnir sensibles, 
quoiqu’ils soient de Tordre des quarres et des produits des cxcen-^ 
tricites et des inclinaisons des orbites. Nous verrons encore que ces 
termes sont insensibles dans la theorie des planetes. 

y Les eiemens de I’orbite de m , etant determines par ce qui 
precede; on les substituera dansles expressions dii rayon vcctcur, 
de la longitude et de la latitude , que nous avons donnees dans lo 
n**. 22 : on aura ainsiles valeurs de ces trois variables au moyen des- 
quclles IcsAstronomes determinenl la position des corps celestes. Eii 
reduisant ensuite ces valeurs , en series de sinus et dc cosinus; on 
aura une suite d’inegalites dont on formera des tables, et Ton pourra 
ainsi calculer avec facilite ^ la position dc ;n, a un instant quel- 
conque. 

Cette metliode fondec stir la variation des param6trcs , est tres-* 
utile dans la reclicrche des inegalites qui par les rapports dcs 
moyens niouveinens des corps du systeme, acquierent de grands 
diviseurs , et par-la , deviennent fort sensibles, Cc genre d’inega- 
liles affecte principalement, les eiemens elliptiques des orbites ; cn 
determinant done les variations qui cn r^sultent dans ces Kidmens, 
et cn les substiluant dans I’expression du mouvement clUptique ; 
on aura , de la maniere la plus simple , toutes les inegalites que cos 
diviseurs rendent sensibles. 

La metliode precedente est encore utile dans la tlicorie des 
cometes r nous n’appercevons ces astres , que dans une tres-petite 
par tie de leur cours , et les observations ne font connoitre que la 
partie de rellipse qui se confond avec Tare de Forbite qu’elles 
decrivent pendant leurs apparitions ; aiusi^ en determinant la 
nature de I’orbite consider^e comme une ellipse variable, on aura 
les changemens que celte ellipse subit dans Finlervalle de deu)C 
apparitions cous^cutives de la memo comete; on pourra done 
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annonper son retour , et lorsqu'eiip jepaiolt , !• ihiom 

lesmalwdes pt les formules pour diteminw 

patlfapproxima*ion,saccmives,lesmouvpme^ descsn^ de 

Lavit^dM corps celestes; U npvsresteaJcsappliqueraaxdilKr^s 
Lrps du syslL solaire : mais renipUcU6 dp pes porps 
d’iSe manifere sensible, surles mouvemens de plusieurs dent^ 
Lx il convient, avant quc'd’en venir aux appU^Uons 
xiquL do nous occuper de la figure des corps celestes , dont ft 
cSisiddration est d’aiUeurs aussi inliressante par ello-m6me, que 
telle de lours mouvemens. 


riN DU TOMB l>aT!MIEIl. 















